Recuperacién de los coeficientes de splines basicos

Objetivos. Dada una combinacién lineal de splines basicos, recuperar los coeficientes de
esta combinacién.

1. Identidad de Marsden (repaso).

(=17 = Y Pp;(1)Bp;(w),
j

donde
Ppi(t) = (41 — 1) - (Gap1 — 1)

2. Descomposicion del polinomio en una combinacion lineal de splines basicos
(repaso). Sea f un polinomio de grado < p. Entonces para cada u € [tip, tnp)

n—p—1

flw) = Y Ap;(f)By;(w),
j=1

donde

P VI
A(h) = 5 =2 p],")p'](ﬂ D f(x).
v=0 )

3. Definicién (espacio vectorial generado por los splines bdsicos). Denotemos por
S, al espacio vectorial de las combinaciones lineales de las funciones By, 1,...,Bpnp_1.

4. Independencia lineal de splines basicos en un trozo. Seam € {p+1,...,n—p—1}
tal que t,;, < t41. Entonces las funciones B, con m—p < k < m, restringidas al intervalo
[tm, tms1), son linealmente independientes.

Demostracion. Denotemos por My, ..., M, a las funciones monomiales
M;(u) = .

Sabemos que cada una de las funciones Ml t,.,,), 0 < j < p, se puede escribir como
una combinacién lineal de las funciones By xli, t,,,) con 1 <k <n —p — 1. En realidad,
tomando en cuenta los soportes de los splines basicos, cada una de las funciones Mjl|i,. t,..1)
es una combinacién lineal de las funciones By iy, t,.,,) con m —p < k < m. Tenemos
p + 1 funciones que generan a un espacio de dimension p + 1. Por lo tanto, forman una
base y son linealmente independientes. ]
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5. Independencia lineal de splines basicos. Supongamos que ty, > t, para cada
m. Entonces las funciones B, ,..., By —p_1 son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos que o, ..., %n_p—1 € R y para cada u € [ty,t,)

n—p—1

> aaByi(u) =0.

k=1

Usando la hipétesis que t,11 > t; elegimos m € {1,...,p} tal que tyy1 > tin. Las funcio-
nes Bp1,...,Bppi1 restringidas a [tyi1,tm) son linealmente independientes, por eso son
linealmente independientes sin restringirlas.

De manera similar podemos considerar las funciones By, ..., B, 12, etc. O

6. Definicion de funcionales duales de splines basicos. Definimos los funcionales
Apdy«+osApn—p—1: Sp — R mediante la regla

n—p—1
Avj ( > “kBp,k) = .

k=1

En otras palabras,

Api(Bpx) = 8jk.

7. Teorema (fé6rmula para calcular los funcionales duales de splines basicos).
Para cada f € S, cada j € {1,...,n—p — 1}y cada T € [t;j, tj;pi1),

v=0
Idea de demostracion. Supongamos que
n—p—1
f= akBp*
k=1

Elegimos j € {1,...,n—p — 1}. Encontramos un m € {j,...,j +p} tal que t,+1 > t;n. La
funcion f restringida al intervalo [ty,, tmy1) coincide con un polinomio g restringido a este
intervalo. Para cada u € [t tyy1) tenemos

n—p—1
glu) = > aB,i(w),
k=1
Y p
(=D "D
Moilg) =) ~ 2= D g(T).

v=0

Falta notar que DPVg(t) = DP V(1) para cada v. O
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8. La derivada de un spline basico.

B! (x) = p (Bp1,k(x) ~ Bpoagen(x) ) .

tep =t tep1 — ten

9. La derivada de una combinacion lineal de splines basicos. Sea

n—p—1
f(x) = Z ot By i (x).
k=1
Entonces o o
£(x) = Tk Pklpg )
(x) ZP — p—1x(X)
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