Analisis de los métodos de Adams—Bashforth directos
para resolver EDQO’s con valores iniciales

Objetivos. Acotar el error de truncamiento local en los métodos de Adams—Bashforth
directos, y deducir un sistema para los coeficientes.

1. Problema. Igual que en las clases anteriores, estamos analizando métodos numéricos
para resolver la ecuacién

x'(t) = f(t,x(t))
con algun valor inicial x(ty) = vo. Aproximamos los valores de x en puntos to+ h, ty+ 2h,
ete.

2. Proposicién (sobre el error de truncamiento local en el método de Adams—
Bashforth directo con dos puntos previos). El método

Vi = Vi1 + bihf(tr, vieer) + bohf(te 2, vica) (1)

tiene un error de truncamiento local de orden O(h3), si f € C§ y los coeficientes by, b,
satisfacen el sistema

by +b, =1, 2(by + 2by) =1, (2)
esto es, by = %, b, = —%.
Demostracion. La condicién f € C garantiza que x” es acotada. Aplicamos la férmula
de Taylor alrededor del punto t, para aproximar x(ty_1), x'(tx_1) v x'(tx_2):

2
(b 1) = x(t) — R’ () + 2x”(6) + O();

(t) — hx"(ty) + O(h?); (3)

X' (1) = x/(tx
X/ (te-2) = %' (ti) — 2hx"(ti) + O(h?).
Supongamos que Vi1 = X(tx_1) v V2 = x(ty_2). Entonces
f(ti1, vier) = x"(tr)s f(te2, Vic2) = X/ (t2)-

Sustituimos las férmulas (3) en (1):
2

Vi = x(te) — hx/(ty) + h?x”(tk) + 0O(h?)

+ b]h(X/(tk) — hX”(tk)) + bzh(X’(tk) — ZhX”(tk))

=x(ti) + (=1 + by + by)x' () h + (% —b; — 2b2) x"(t)h? + O(h3).

Pedimos que los coeficientes de h y h? sean cero (independientemente de los valores de x’
y x”) y obtenemos el sistema (2). O
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3. Proposicién (sobre el error de truncamiento local en el método de Adams—
Bashforth directo con tres puntos previos). El método

Vi = Vi1 + bihf(tr, vier) + bohf(tez, vica) + bahf(ts, vies) (4)

tiene un error de truncamiento local de orden O(h*), si f € C} y los coeficientes by, by, bs

satisfacen el sistema
b] + bz + b3 = ],

2(by +2by + 3b3) =1, (5)
3(by +4by +9b3) =1,
esto es,
B,
Demostracion. Aplicamos la férmula de Taylor alrededor del punto ty para aproximar
X(te-1), X (1), X' (te2) ¥ ¥ (te3):

b;

h? h3
X(tir) = x(t) —hx/(t) + 5x"(t) — X" () + O(h*);
2
X () = x" () — hx " (ty) + %x”’(tk) + O(h*);
2 (6)

4h
X () = (1) — 2R (1) + X" (t) + O(R%);
/ ! " 9h2 " 3
X (tk,3) =X (tk) — 3hx (tk) + TX (tk) + O(h )

Sustituimos las férmulas (6) en (4):

Vk = X(tk) + hxl(tk) (—1 +b;+b,+ bg,)
hZ
— —x"(ty) (=1 +2(by + 2b, + 3b3))

2
h3
+ ?X”’(tk) (=14 3(by + 4by + 9b3)) + O(h*).
Pedimos que en los sumandos con h, h* y h3 los coeficientes sean 0 (independientemente
de los valores de x’, x” y x") y obtenemos el sistema (5). O

4. Ejercicio. Para un s general, consideremos el siguiente esquema:

Vi = Vi1 + Z by f(tiry Vier ). (7)

r=1

Supongamos que f € C;. Escriba un sistema de ecuaciones para los coeficientes by, ..., b
tal que el error de truncamiento local sea de orden O(h**!). Sugerencia: observando (2)
y (5) adivine la forma correcta del sistema de coeficientes para s general. Escriba una
demostracion para s = 4.
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