Convergencia del método de Euler

Objetivos. Demostrar el método de Euler converge y estimar el orden de la convergencia,
suponiendo que el dominio de la funcién f es una franja y la funcién f es Lipschitz continua
respecto a cada uno de sus dos argumentos.

1. Lema (para pasar de una cota recursiva a una cota directa). Sean ¢ € R,
b > 1, ysea (ax)p2, una sucesiéon de nimeros reales tal que ap =0y

Qg+ <c+ bag (kGN)
Entonces

bk —1

a. <c

Demostracion. Demostremos (1) por induccién matemdtica sobre k. Para k = 0 la de-
sigualdad es vélida (ambos lados son 0); verifiquemos el paso de la induccién. Supongamos
(1) y demostremos la desigualdad similar con k+ 1 en lugar de k. Aplicamos la condicién
inidical, luego la hipotesis de la induccién:

bk—1 bk—H_b bk—H_]
ak+1§c+bak§c+bcb_] :c<1+ P— ):c 51 " ]

2. Observacion. El lema sigue siendo vélido para cualquier b > 0. En el caso b =1 hay
que sustituir la desigualdad (1) por ay < kc. La demostracién también se puede hacer
por induccién matematica sobre k.

3. Teorema (convergencia del método de Euler). Seanty € R, L > 0, A = [to, to+LI,
f € C(A x R,R). Supongamos que f es absolutamente acotada por un ntimero M:

If(t,v)| <M (te A, veR),
y que existen Ky, K; > 0 tales que

f(tr,v) — ft2, v)| < Kilty — 13 (t1,t2 € A, v e R);
’f(t,\)]) — f(t, Vz)’ < K2’V1 —\)2’ (t € A, Vi, V2 € R)

Sean xo € R, n € Ny. Pongamos h = L/n, t; = to+jh para cada j en {1,...,n}. Definimos
Vo, . . .,V mediante las férmulas

Vo = Xo, Vit1 = Vj + hf(tj,\)j).

Entonces

~—

max |v; — x(t;)] < (5 + M) (et*2 — 1)h. (2

0<j<n K,

donde x es la solucién del problema de Cauchy x'(t) = f(t,x(t)), x(to) = Xo.
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Demostracion. Primero estimemos el error en un paso. Sabemos que

x(t) =x0 + Jf(t,x(s)) ds.

Sea j en {0,...,n — 1}. Entonces para cada t en [t;j, tj;1]
t t
x(t) =x(t;) + Jf(s,x(s)) ds, luego x(t) —x(t;)] < JM ds < hM.
t Y

Por otro lado,
tj+h

Vj+1 = Xo + J f(tj,\)j) ds.
4
Acotamos la diferencia vj 1 —x(tj11):
tj+h
Vi1 —x(t01)] < Tvy —x(t)] + J IT(t5, vj) — f(s,x(s))| ds
i

t+h
= lv; —x(t;)| + If(tj, v;) — f(s,v5) + f(s,v;) — f(s,x(s))| ds
b
tj+h
<y =x(t)+ | (Kils =] + Kylx(s) —vs) ds
i
tj+h
< v =x(y)l+ | (Kils = 4] + Kax(s) —x(t;)] + Kax(t;) —vsl) ds
;

= (K] + MKz)hz + (1 + th”X(tj) —Vj|.

Hemos acotado el error en un paso de manera recursiva:
it —x(t1)] < (K 4+ MK)h? + (1 + Koh) vy — x(t5)]. (3)

Aplicamos el lema a la sucesién a; = |v; — x(t;)], ¢ = (K; + MKz)h? y b = 1 + K;h.
Obtenemos:

1+Kh)—1 (K
|Vj_x(tj)|§(K1—|—MK2)h2( s :( ]

! i _
N o M) h (1 4+ Kah) —1).

Falta notar que la expresién (14 K;h)) alcanza su maximo cuando j = n y se puede acotar
de la siguiente manera:

(14+Koh) < (1T+Kh)" < (ef2M)n = el = elk2, ]
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