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El espacio de Hardy

T = {λ ∈ D : |λ| = 1}

dλ: Medida normalizada e invariante en T (λ(T) = 1).

n-ésimo coeficiente de Fourier de f ∈ L1(T,dλ):

f̂ (n) =

∫
T

f (λ)λ
ndλ =

1
2π

∫ 2π

0
f (eiθ)e−inθdθ.

H2 =
{

f ∈ L2(T,dλ) : f̂ (n) = 0, n < 0
}
.
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El espacio de Hardy

Las familia de funciones (εn)n∈Z:

εn : T→ C, εn(λ) = λn,

es una base ortonormal para L2(T,dλ).

El espacio de Hardy H2 es un espacio de Hilbert, y una base
ortonormal para este espacio es (εn)n≥0.

Proyección de Szegő (proyección ortogonal):

P : L2(T,dλ)→ H2.
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Operadores de Toeplitz

Sea ϕ ∈ L∞(T,dλ). Se define el operador de Toeplitz con
símbolo ϕ

Tϕ : H2 → H2

como
Tϕ(f ) = P(ϕf ), ∀f ∈ H2.

C(T): Álgebra C∗ de funciones continuas en T.

Objetivo
Estudiar el álgebra C∗ generada por operadores de Toeplitz Tϕ
cuando ϕ ∈ C(T).
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No conmutatividad de T (C(T)): ejemplo

Tε1 : desplazamiento a la derecha,

Tε1(a0 + a1ε1 + a2ε2 + . . . ) = a0ε1 + a1ε2 + a3ε3 + . . . .

Tε−1 : desplazamiento a la izquierda.

Tε−1(a0 + a1ε1 + a2ε2 + . . . ) = a1ε0 + a2ε1 + . . . .

Calculamos ambas composiciones:

Tε−1Tε1(a0 + a1ε1 + a2ε2 + · · · ) = a0 + a1ε1 + a2ε2 + . . .

Tε1Tε−1(a0 + a1ε1 + a2ε2 + · · · ) = a1ε1 + a2ε2 + . . .
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No conmutatividad: ejemplo

Tε−1Tε1 6= Tε1Tε−1

Pero

Tε−1Tε1 − Tε1Tε−1(
∞∑

n=0

anεn) = a0

Tε−1Tε1 − Tε1Tε−1 es un operador de rango 1 (finito).

Tε−1Tε1 − Tε1Tε−1 es compacto.
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Compacidad

Sea K(H2) el ideal de operadores compactos en B(H2).

Proposición

Si ϕ ∈ L∞(T), entonces Tϕ ∈ K(H2) si y solo si ϕ = 0.

Proposición

Si ϕ ∈ C(T) y ψ ∈ L∞(T), entonces

TϕTψ − Tϕψ,TψTϕ − Tψϕ ∈ K(H2).
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Compacidad

T (C(T)): Álgebra C∗ generada por operadores de Toeplitz con
símbolos en C(T).

Proposición

El álgebra T (C(T)) es irreducible y K(H2) ⊂ T (C(T))
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El álgebra T (C(T))

Teorema
La aplicación

Ψ: C(T)→ T (C(T))/K(H2), ϕ 7→ Tϕ + K (H2)

es un ∗-isomorfismo.

Corolario
Estas dos álgebras C∗ son isomorfas:

T (C(T))/K(H2) ∼= C(T).
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El espacio de Bergman

D = {z ∈ C : |z| < 1} .

dA: medida de Lebesgue de D, A(D) = 1.

El espacio de Bergman A2(D) es el subespacio de L2(D,dA)
de funciones analíticas.

A2(D) es un espacio de Hilbert.
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Base ortonormal en A2(D)

La sucesión de funciones (βn)n∈Z+ :

βn : D→ C, εn(z) =
√

n + 1 zn,

es una base ortonormal para A2(D).

Proyección de Bergman (proyección ortogonal):

P : L2(D,dA)→ A2(D).

12 / 34



Operadores de Toeplitz en el espacio de Hardy En el espacio de Bergman Relación entre T (C(T)) y T (C(D))

Operadores de Toeplitz

Sea ϕ ∈ L∞(D,dA). Se define el operador de Toeplitz con
símbolo ϕ

Tϕ : A2(D)→ A2(D)

como
Tϕ(f ) = P(ϕf ), ∀f ∈ A2(D).

C(D): Álgebra C∗ de funciones continuas en D.

Objetivo
Estudiar el álgebra C∗ generada por operadores de Toeplitz Tϕ
cuando ϕ ∈ C(D).
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No conmutatividad: ejemplo

T (C(D)) no es conmutativa:

Sea a ∈ C(D), a(z) = z.

Ta(βn) =

√
n + 1√
n + 2

βn+1, n ≥ 0.

Ta(βn) =

√
n√

n + 1
βn−1, n ≥ 1, Ta(β0) = 0.
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No conmutatividad: ejemplo

TaTa(βn) =
n

n + 1
βn, TaTa(βn) =

n + 1
n + 2

βn.

No obstante

(TaTa − TaTa)(βn) =

(
n + 1
n + 2

− n
n + 1

)
βn =

1
(n + 1)(n + 2)

βn,

l«ım
n→∞

1
(n + 1)(n + 2)

= 0.

TaTa − TaTa es compacto.
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Compacidad

K(A2(D)): Ideal de operadores compactos en A2(D).

Proposición

Si a ∈ C(D), entonces Ta ∈ K(A2(D)) si y solo si a se anula en
∂D.

Hay más operadores de Toeplitz compactos
además del operador 0.

Proposición

Sean a ∈ C(D) y b ∈ L∞(D). Entonces

TaTb − Tab,TbTa − Tba ∈ K(A2(D)).
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Compacidad

T (C(D)): Álgebra C∗ generada por operadores de Toeplitz con
símbolos en C(D).

Proposición

El álgebra T (C(D)) es irreducible y K(A2(D)) ⊂ T (C(D)).
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El álgebra T (C(D))

Proposición

La función Ψ: C(D)→ T (C(D)),

Ψ(a) = Ta +K(A2(D)), a ∈ C(D)

es un ∗-epimorfismo e induce el ∗-isomorfismo

a + C0(T) 7→ Ta +K(A2(D)), a ∈ C(D).

Corolario
Estas dos álgebras C∗ son isomorfas:

T (C(D))/K(A2(D)) ∼= C(T).
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T (C(D)) contra T (C(T))

T (C(D))/K(A2(D)) ∼= C(T) ∼= T (C(T))/K(H2)

“Despreciando” operadores compactos obtenemos la misma
álgebra en ambos espacios.

¿Se puede dar una relación directa entre los operadores de
Toeplitz de ambos espacios?
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A2(D), H2 y `2(Z+)

(en)n∈Z+ es una base ortonormal de `2(Z+).

Isomorfía entre el espacio de Hardy y `2(Z+):

RH : H2 → `2(Z+), RH(εn) = en.

∞∑
n=0

anεn 7→ (an)∞n=0.

Isomorfía entre el espacio de Bergman y `2(Z+):

RB : A2(D)→ `2(Z+), RB(βn) = en.

∞∑
n=0

anβn 7→ (an)∞n=0.
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Operadores unitarios

Operadores unitarios entre H2 y A2(D):

W = R∗HRB : A2(D)→ H2

W ∗ = R∗BRH : H2 → A2(D)

Ideales de operadores compactos:

WK(A2(D))W ∗ = K(H2)

W ∗K(H2)W = K(A2(D))
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A2(D), H2 y `2(Z+)

a ∈ C(D) y a0 = a|∂D, T1 = RHTa0R∗H , T2 = RBTaR∗B.

H2

H2

`2(Z+)

`2(Z+)

A2(D)

A2(D)

RH

RH

RB

RB

T H
a0 T B

aT1 T2

W ∗

W
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Relación entre T1 y T2

a ∈ C(T).

Coeficientes de Fourier: ak = â(k).

El operador T1 = RHT H
a R∗h actúa en `2(Z+).

Representación matricial:

(an−k )n,k∈Z+
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Relación entre T1 y T2

Representación matricial:
a0 a−1 a−2 a−3 · · ·
a1 a0 a−1 a−2 · · ·
a2 a1 a0 a−1 · · ·
a3 a2 a1 a0 · · ·
...

...
...

...
. . .
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Relación entre T1 y T2

Extensión de a0 al disco D:

a(reiθ) = a0(eiθ).

El operador T2 = RBT B
a R∗B actúa en `2(Z+).

Representación matricial:(
2
√

(n + 1)(k + 1)

(n + 1) + (k + 1)
an−k

)
n,k∈Z+
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Relación entre T1 y T2

Representación matricial:
c0,0 a0 c0,1 a−1 c0,2 a−2 c0,3 a−3 · · ·
c1,0 a1 c0,1 a0 c0,2 a−1 c0,3 a−2 · · ·
c2,0 a2 c0,1 a1 c0,2 a0 c0,3 a−1 · · ·
c3,0 a3 c0,1 a2 c0,2 a1 c0,3 a0 · · ·

...
...

...
...

. . .



cn.k =
2
√

n + 1
√

k + 1
(n + 1) + (k + 1)

→ 1, n, k →∞
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Relación entre T1 y T2

La representación matricial de T2 − T1 es((
2
√

(n + 1)(k + 1)

(n + 1) + (k + 1)
− 1

)
an−k

)
n,k∈Z+

a ∈ C(T)⇒ T2 − T1 es compacto.
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Ejemplo de matriz del operador T H
a

a(z) = e3i Im z
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Diferencia de las matrices de los operadores T H
a y T B

a

a(z) = e3i Im z
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Diferencia de las matrices de los operadores T H
a y T B

a

a(z) = e3i Im z
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Relación entre T B
a y T H

a0

Teorema

Sea a ∈ C(D) y a0 su restricción a T, o bien, sea a0 ∈ C(T) y a
su extensión a ∂D. Entonces

WT B
a W ∗ = T H

a0
+ KH ,

W ∗T H
a0

W = T B
a + KB,

donde los operadores KH y KB son compactos
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Isomorfía entre las álgebras de Calkin

T (C(T))/K(H2)

l

W ∗T (C(T))W/K(A2(D))

‖

T (C(D))/K(A2(D))
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¡Gracias!
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