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Operadores de Toeplitz en el espacio de Hardy
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El espacio de Hardy

T={\eD: |\ =1}
d\: Medida normalizada e invariante en T (A\(T) = 1).
n-ésimo coeficiente de Fourier de f € L'(T, d\):

~ _n 1 [2r . .

f(n) = / FOX AN = — / f(e%)e M db.
T 27 Jo

H? = {fe L2(T,d\): f(n) =0, n< o}.



Operadores de Toeplitz en el espacio de Hardy
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El espacio de Hardy

Las familia de funciones (¢p)nez:
En- T—>(C, En()\):)\n,
es una base ortonormal para L2(T, d\).

El espacio de Hardy H? es un espacio de Hilbert, y una base
ortonormal para este espacio es (¢n)n>0-

Proyeccion de Szegd (proyeccion ortogonal):

P: L3(T,d)\) — H?.



Operadores de Toeplitz en el espacio de Hardy
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Operadores de Toeplitz

Sea ¢ € L*°(T, d)). Se define el operador de Toeplitz con
simbolo ¢
T,: H? — HP

como
T (f) = P(of), Vfe H.

C(T): Algebra C* de funciones continuas en T.

Objetivo

Estudiar el algebra C* generada por operadores de Toeplitz 7,
cuando ¢ € C(T).




Operadores de Toeplitz en el espacio de Hardy
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No conmutatividad de 7(C(T)): ejemplo

T-,: desplazamiento a la derecha,

T51(ao+a161 +32€2+...):ao€1 + aieo+azez+....

T._,: desplazamiento a la izquierda.
T€_1(ao+a1€1 +32€2+...) = a1eg + a1 +....
Calculamos ambas composiciones:

T571T51(30+a161 +aseo+---)=ap+ aieq +aeo+ ...

T€1 Tz—:_1(ao+a151 +3252—|—"') = ai€1 + a2 + ...



Operadores de Toeplitz en el espacio de Hardy
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No conmutatividad: ejemplo

T€_1 T€1 # T€1 T€_1

Pero

TE,1 TE1 - T€1 TE,1 (Z angn) = aO
n=0

T. ,T., — T, T._, es un operador de rango 1 (finito).

T. . T., — T., T._, es compacto.



Operadores de Toeplitz en el espacio de Hardy
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Compacidad

Sea K(H?) el ideal de operadores compactos en B(H?).

Proposicion

Sip € L>=(T), entonces T, € K(H?) siy solo si ¢ = 0.

Proposicién

Sip € C(T) y € L>(T), entonces

ToTy — Ty, Ty Ty — Ty, € K(H?).
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Compacidad

T(C(T)): Algebra C* generada por operadores de Toeplitz con
simbolos en C(T).

Proposicién
El algebra T (C(T)) es irreducible y K(H?) c T(C(T))




Operadores de Toeplitz en el espacio de Hardy
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El algebra 7(C(T))

Teorema
La aplicacion

V: C(T) — T(C(T))/K(H?), ¢+ T, + K(H?)

es un x-isomorfismo.

Corolario

Estas dos algebras C* son isomorfas:

T(C(T))/K(H?) = C(T).
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En el espacio de Bergman
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El espacio de Bergman

D={zeC:|z|<1}.
dA: medida de Lebesgue de D, A(D) = 1.

El espacio de Bergman .42(DD) es el subespacio de L?(ID, dA)
de funciones analiticas.

A?(D) es un espacio de Hilbert.
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En el espacio de Bergman
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Base ortonormal en .42(DD)

La sucesion de funciones (5n)nez,

Bn:D—C, ep(z)=vn+12"
es una base ortonormal para .A?(D).
Proyeccion de Bergman (proyeccidn ortogonal):

P: L%(D, dA) — A%(D).
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En el espacio de Bergman
Operadores de Toeplitz

Sea ¢ € L*°(D, dA). Se define el operador de Toeplitz con
simbolo ¢
T,: A%(D) — A%(D)

como
T,(f) = P(pf), Vfec A3(D).

C(D): Algebra C* de funciones continuas en D.

Objetivo

Estudiar el algebra C* generada por operadores de Toeplitz 7,
cuando ¢ € C(D).
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En el espacio de Bergman
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No conmutatividad: ejemplo

T(C(D)) no es conmutativa:

Seaac C(D), a(z) = z.

T
Ta(Bn) = \/%ﬂnﬂa n>0
Tz2(8n) = Lﬁnqy n>1, Tz(Bo) = 0.

vn+1
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En el espacio de Bergman
0O@0000

No conmutatividad: ejemplo

n n-+1

TaTE(ﬁn) = n+ 1 Bna TETa(ﬁn) = n+2

No obstante

Bn.

(R VAR B
n+2 n+1)""" (n+1)(n+2)

(TéTa - TETa)(ﬁn) = ( Bn;

l«m 1——0
n—oo (Nn+1)(n+2) -

T5T, — T3T, es compacto.
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En el espacio de Bergman
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Compacidad

KC(A2?(D)): Ideal de operadores compactos en .A?(D).

Proposicién

Sia c C(D), entonces T, € K(A%(D)) si y solo si a se anula en
oD.

Hay mas operadores de Toeplitz compactos
ademas del operador 0.

Proposicién

Sean a < C(D) y b € L>*(D). Entonces

TaTp — Tap, ToTa — Tha € K(A2(D)).
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En el espacio de Bergman
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Compacidad

T(C(D)): Algebra C* generada por operadores de Toeplitz con
simbolos en C(D).

Proposicién
El algebra T (C(D)) es irreducible y K(A?(D)) c T(C(D)).
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En el espacio de Bergman
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El algebra 7(C(D))

Proposicion
La funcién v : C(D) — T(C(D)),

V(a) = To+ K(A%(D)), ae C(D)

es un x-epimorfismo e induce el x-isomorfismo

a+ Co(T) — T+ K(A2(D)), aec C(D).

Corolario

Estas dos algebras C* son isomorfas:

7(C(D))/K(A*(D)) = C(T).
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En el espacio de Bergman
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T(C(D)) contra 7(C(T))

T(C(D))/K(A%(D)) = C(T) = T(C(T))/K(H?)

“Despreciando” operadores compactos obtenemos la misma
algebra en ambos espacios.

¢, Se puede dar una relacién directa entre los operadores de
Toeplitz de ambos espacios?
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Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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(€n)nez, €S una base ortonormal de (3(Z..).
Isomorfia entre el espacio de Hardy y (3(Z, ):

Ry: H? — (3(Z.), Ru(en) = en.

o
Z anén +— (an)%ozo
n=0

Isomorfia entre el espacio de Bergman y (2(Z.):

Rg: A*(D) — (*(Zy), Rs(Bn) = en.
Z anBn — (an)po-
n=0
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Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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Operadores unitarios

Operadores unitarios entre H? y A?(D):

W = R;,Rg: A?(D) — H?

W* = RyRy: H? — A%(D)

Ideales de operadores compactos:

WK (A2(D))W* = K(H?)

W*K(H?)W = K(A%(D))
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Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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A(D), H? y 3(Z.)

W
H? R 3(Z4) TR A?(D)
T T I T8
2z, 2(p)
‘\/
%
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Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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Relacion entre Ty y To

ac C(T).
Coeficientes de Fourier: ay = a(k).
El operador Ty = Ry TY R}, actua en (3(Z..).

Representacién matricial:

(an—k)n,k€Z+
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Relacién entre Ty y T>

Representacién matricial:

do
a
as
as

a_1
ao
a4
a

a-»

a1
ao
ai

as

ap

a_1
do

Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))

[e]o]e]e] lelele]
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Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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Relacion entre Ty y To

Extensiéon de ag al disco D:

a(re'?) = ap(e").

El operador T, = RgT2R% actda en (3(Z..).

Representacién matricial:

(2\/n+1—k+1 )
keZ.

(n+ 1)+ (k+1)°"*

25/34



Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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Relacién entre Ty y T>

Representacién matricial:

[ ap a_1 a_o a_s i
aq ap a_1 a_o»
a a4 ap a_q
as ao a4 ap
2vn+1vk +1
Cnk = -1, nk— oo
(n+1)+(k+1)

26/34



Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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Relacion entre Ty y To

La representacién matricial de T, — T; es

(G ) ).

(n+1)+ (k+1

ac C(T) = T, — T; es compacto.
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Relacion entre 7(C(T)) y 7(C(D))
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Ejemplo de matriz del operador T/

a(z) — eBiImz
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Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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Diferencia de las matrices de los operadores THy T2

a(z) — eBiImz
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Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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Diferencia de las matrices de los operadores THy T2

a(z) — eBiImz
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Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))
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Relacion entre TBy T/

Teorema

Sea a € C(D) y ag su restriccion a'T, o bien, seaag € C(T) y a
su extension a 0D. Entonces

WTZW* = T + Ky,

W*T{W = T2 + K,

donde los operadores Ky y Kg son compactos
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Relacion entre 7 (C(T)) y T(C(D))

Isomorfia entre las algebras de Calkin

T(C(T))/K(H)
t
W*T(C(T))W/K(A(D))

|
T(C(D))/K(A%(D))
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Relacion entre 7(C(T)) y 7(C(D))
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iGracias!
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