Definiciéon de espacio vectorial.
Corolarios simples de los axiomas

Objetivos. Definir el concepto de espacio vectorial y demostrar corolarios simples de los
axiomas.

Requisitos. Antes de estudiar la definicién axiomatica de espacio vectorial, es til conocer
bien el espacio R™ de wvectores aritméticos y el espacio VZ(0) de vectores geométricos
(flechas) en el plano.

Definicién de espacio vectorial

1. Definicién (espacio vectorial). Sean V' un conjunto y F un campo. Supongamos
que estén definidas dos aplicaciones:

» adicion de elementos de V:
+: V xV — V (una aplicacién definida en V' x V' con valores en V),
(a,b) — a+ b;

= multiplicacion de elementos de V' por elementos de F:
-+ FxV — V (una aplicacién definida en F x V' con valores en V),
(A, a) — Aa.

Se dice que V' con estas operaciones es un espacio vectorial sobre el campo T, si se cumplen
las siguientes propiedades (aziomas de espacio vectorial):

1. Propiedad asociativa de la adicion:

Va,b,c eV (a+b)+c=a+ (b+c).

2. Existencia de cero:

dz eV Ya eV <a+z:a A z+a:a>.

Se puede demostrar (lo hacemos en continuacién) que el vector z con estas propie-
dades es tnico. Este vector se llama vector cero (del espacio V). Vamos a denotarlo
por 0.

3. Existencia de elementos opuestos:

VYaeV JueV (a—i—u:O A u+a=0>.

Se puede demostrar que para todo a € V' el vector u con estas propiedades es tinico.
Este vector se llama vector opuesto (o vector inverso aditivo) al vector a y se denota
por —a.
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4. Propiedad conmutativa de la adicién:

Va,b eV a+b=>b+a.

5. Distributividad de la multiplicacién por escalares con respecto a la adiciéon de vec-

tores:
Va,be V. VAXeTF )\(a—i-b):)\a—i-/\b.

6. Distributividad de la multiplicacion por escalares con respecto a la adiciéon de esca-
lares:
YVaeV VA\pueF (A4 p)a = da + pa.

7. Propiedad homogénea de la multiplicacién por elementos de F (concordancia entre
la multiplicacién por escalares en V' y la multiplicacién en F):

YaeV VA\ueF AMpa) = (Ap)a.

8. Unitaridad, o Condiciéon de normalizacion de la multiplicacién por elementos de [F:

VaeV la = a.

2. Terminologia. En vez de espacio vectorial se dice también espacio lineal. Si V' con
operaciones + y - es un espacio vectorial sobre el campo F, entonces los elementos de V'
se llaman wvectores (del espacio vectorial V'), los elementos de [F se llaman escalares (para
el espacio vectorial V'), y operaciones + y - se llaman operaciones lineales: adicion de
los vectores v multiplicacion de los vectores por los escalares. En lugar de \ - a se escribe
simplemente Aa.

3. Espacio vectorial como una terna o tetra. Tedricamente, es posible considerar
en un mismo conjunto V' con varias operaciones lineales. Por eso seria mas preciso decir
que el espacio vectorial es la terna (V,+,-) o la tetra (V,F,+,-). Pero la situaciéon con
varias operaciones es muy rara. Habitualmente esta claro, de cuales operaciones lineales
se trata, y en lugar (V,+,-) o (V,F, +,-) se escribe simplemente V.
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Corolarios simples de los axiomas

Propiedades de la adicién

4. Unicidad del vector cero. Sean 2/, 2" € V tales que

VaeV a+ 2 =a (1)
VaeV 2+ a=a; (2)
VaeV a+z2' =q (3)
Va eV Z'+a=a. (4)
Entonces 2’ = 2. Idea de demostracién: considerar la suma 2’ + 2”.
5. Unicidad del vector opuesto. Sea a € V' y sean b’ y b’ tales que
a+b =0, (5)
b +a=0, (6)
a+b"=0, (7)
b +a=0. (8)
Entonces b’ = V”. Idea de demostracién: considerar la suma (V' + a) + b” y aplicar la

asociatividad de la adicién en V.

6. Ley de cancelacion para la adicén. Para todos a,b,c € V', si a+c = b+ ¢, entonces
a=>o.

7. Existencia y unicidad de diferencia de vectores. Para todos a,b € V, existe un
elemento unico x tal que a+x = b. El elemento x con esta propiedad se llama la diferencia
de b y a y se denota por b — a. Ademés, b —a = b+ (—a).

8. Ejercicio. Demuestre las propiedades de la adicion.
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9. Teorema fuerte sobre la unicidad de cero. Sean z,v € V tales que v + z = v.
Entonces z = 0. En otras palabras, si sabemos que el elemento z hizo el papel de elemento
neutro en la suma con algin vector v, entonces es el cero del espacio y siempre hace el
papel de neutro aditivo.

Demostracion. Usamos el elemento inverso aditivo de v de la siguiente manera:

Z&Oﬁ-zi(—U—|-U)—|—z&—U—&—(U%—Z)i—v—i—?}io.

Justificacién de los pasos:

1) Por la propiedad principal de 0.

2) Por la definicién de —w.

4

(1)
(2)
(3) Por la propiedad asociativa de la adicién en V.
(4) Por la hipétesis que v + z = v.

()

5

Por la definicion de —w. O

Propiedades de la multiplicacién por escalares

10. Multiplicacién por escalar cero. 0a = 0 para todo a € V.
11. Multiplicacién por vector cero. A0 = 0 para todo A € F.

12. Expresién del vector opuesto a través de multiplicacién por —1. —a = (—1)a
para todo a € V.

13. ;Cuando el producto de un vector por un escalar no nulo puede ser cero?.
Para todosa € Vy A€ F, si \a =0y X\ # 0, entonces a = 0.

14. ;Cuando el producto de un vector no nulo por un escalar puede ser cero?.
Para todosa € Vy A€ F,si A\a=0y a# 0, entonces A\ = 0.

15. Ejercicio. Demuestre las propiedades de multiplicacién por escalares.

Definicién de espacio vectorial, pagina 4 de 4



