Matrices simétricas y antisimétricas

Ejercicios

Objetivos. Definir matrices simétricas y antisimétricas, estudiar sus propiedades basicas.

Requisitos. Matriz transpuesta, propiedades de la matriz transpuesta, operaciones con
matrices.

Matriz transpuesta (repaso)

7T =2 7 4
1. Sea A= . Entonces AT = :
4 8
Hablando de manera informal, los renglones de A" son las de A,
k3
y las de AT son los de A.
7 R

Escriba la entrada (1,2) de la matriz AT y encuentre el mismo niimero en la matriz A:

AT = = .
(A7),
? Az2

En general, si A € M,,»,(R), entonces A" € Y

5},_/

(AT)i P
1-] N /
Az 7
para cada par de indices i € {1,...,m}, j € {1,..., }.
~—~—
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Propiedades algebraicas de la transposicién de matrices (repaso)

Recordemos algunas propiedades de la operacién que convierte A en AT.

2. Propiedad involutiva de la transposicion de matrices.
Para cualquier A € M,,,x,(R), (AT)T = :
—~—

?

3. Transposicion de matrices y operaciones lineales.
Para cualesquiera A, B € M,,x,(R) y A € R,

(A+B)" = ., AT = :

? ?

4. Matriz transpuesta del producto de dos matrices.
Para cualesquiera A € M, (R) y B € M,«,(R),
la matriz (AB)" se expresa a través de las matrices AT y BT de la siguiente manera:

(AB)T = . (1)
N————

?

. 12 -1 |4 0 =3
5. Ejemplo. Sean A—[5 3], B—[B 1 6}

Primero calculamos el lado izquierdo de la férmula :

;
AB: - y

Ahora calculamos el lado derecho de la férmula :
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Matrices simétricas

6. Definicién (matriz simétrica). Una matriz A se llama simétrica si coincide con su
transpuesta:
AT =
——

?

7. Ejemplos. Estan dadas dos matrices A y B de tamaiio 3 x 3. Escriba AT y determine
si A es simétrica. Haga la misma tarea para la matriz B, luego para la matriz C.

6
A=12 0 1], Al = :
6 —5 4
[ 4 -5 2
B=|-5 1 6], B' =
2 —1
4 4
C=14 41/, Cc’ =
4 4

8. Matrices no cuadradas no pueden ser simétricas.

Sea A es una matriz real de tamafio m x n. Entonces A" es de tamafio .
?

Si A= AT, entonces obligatoriamente m = .

el

Por eso muchos autores dan la definicién de matriz simétrica suponiendo desde el inicio

que la matriz es cuadrada.
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9. Ecuaciones que deben satisfacer las entradas de una matriz simétrica 3 x 3.
Consideremos una matriz A € M3(R) con entradas generales. Escriba en forma explicita
la matriz A y su transpuesta (llenue todas las entradas):

A1 1 ALQ Al,l A2,1

)

A= As ] Al = Al

Igualando A con AT obtenemos 9 ecuaciones:

A=A A= Ag; Az =

)

A2’1 _= = =

De estas 9 ecuaciones hay 3 ecuaciones triviales que se cumplen siempre (para cualquier
matriz A):

Al,l = Al,l> )

TV TV
? 7

Estas tres ecuaciones triviales se pueden omitir. Las demas 6 ecuaciones se parten en 3
pares, donde las ecuaciones dentro de cada par son equivalentes entre si. Por consecuencia,
al final obtenemos sélo tres ecuaciones:

- - - )

H?,_/ H‘?,_/’ H?/_/ H‘?,_/7 H?/_/ R?/_/

Resumen: una matriz A de tamano 3 x 3 es simétrica si y s6lo si sus entradas satisfacen
las ecuaciones ([2)).

10. Indique con flechas las entradas que deben ser iguales entre si para satisfacer :

) () [
/>
) /() ()

A (2] (o)
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11. Ejemplo. Encuentre una matriz simétrica A si algunas de sus entradas estdn dadas:

-1

12. Entradas libres y dependientes de una matriz simétrica 3 X 3. Escriba otra
vez las tres ecuaciones que deben satisfacer las entradas de una matriz simétrica 3 x 3:

hd Vv hd
? ? ?

Como muestra el Ejemplo[I] si estdn dados algunos valores de Ay 1, A1 3, Ag 1, Az, Aga, Az,
entonces los valores de otras tres variables se determinan de manera tnica. Esto signifi-
ca que las variables Ay 1, Ay 3, Ag 1, Ago, Az o, As s se pueden tratar como libres, y las tres
deméds como dependientes:

A 1,2 = A2 1 AQ 3 = ) = )
~~~ ~~ ~~~ S—— N—— ~——
dependiente dependiente dependiente libre dependiente libre

Las entradas libres y dependientes se pueden elegir de otras maneras.
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13. Eleccién natural de entradas libres y dependientes en una matriz simétrica
3 X 3. Otra vez recordamos las tres ecuaciones que deben satisfacer las entradas de
una matriz simétrica 3 x 3:

: : : (3)

~~ ~~ ~~
? ? ?

Vamos a recorrer las entradas de A en el orden natural, por renglones, esto es, de izquierda
a derecha y de arriba hacia abajo:

(-}
(-
o

Asignamos las entradas libres y dependientes de la siguiente manera:

» A;; no aparece en ecuaciones , por eso es libre.
» Ay, aparece sélo en la ecuacién A; o = Ay ;; tratamos A; 5 como libre.

» A, 5 aparece sdlo en la ecaucion ; tratamos A; 3 como libre.
~—_——

?

» Ay, aparece en la ecuacion A; 5 = As;, donde ya elegimos una entrada libre. En-
tonces As; es dependiente.

w Az

Resumen: tratamos como libres las variables Ay 1, A9, A3, A2s, As3;
entonces las variables dependientes son
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14. Ejercicio (ntimero maximo de entradas diferentes de una matriz simétrica).
,Cuantas entradas diferentes entre si puede tener una matriz real simétrica de orden 37

15. Ejercicio. Muestre que cada matriz real simétrica 2 X 2 es una combinacién lineal
de las siguientes tres matrices:

ool Lod) [l

Solucion. Sea A una matriz simétrica. Entonces A = Y
\“?/—/
Aig Arp | 1 0 00 01
|: AZQ B N—— 0 0 " N—— 0 1 * ~—— 10} -
? ? ?

16. Muestre que cada matriz real simétrica 3 X 3 es una combinacién lineal de las siguientes
seis matrices:

100 000 000
000/, 010/, 000/,
(000 00 0 [0 0 1|
(0 1 0] (0 0 1] (0 0 0]
100/, 000/, 001
00 0 100 01 0|
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Matrices antisimétricas

17. Definicién (matriz antisimétrica). Una matriz cuadrada A € M, (R) se llama
antisimélrica si es opuesta (es decir, inversa aditiva) a su transpuesta:

AT = —A

18. Ejemplo. Para cada una de las siguientes matrices determine si esta es simétrica o
no, si es antisimétrica o no.

7 3 0 -2 7 3 =5 1 30 00
31| 2 007, 5 8 2|, 0 —5 | 00l
-7 00 -1 -2 4

19. Ejercicio. Escriba las definiciones de las matrices simétricas y antisimétricas en
términos de sus entradas.

20. Ejercicio. Sea A € M,,(R) una matriz antisimétrica. Demuestre que todas las en-
tradas diagonales de A son nulas.

21. Ejercicio (ntimero maximo de entradas diferentes no nulas de una matriz
real antisimétrica). ;Cudntas entradas diferentes y no nulas puede tener una matriz
real antisimétrica de orden n?.
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22. Ejercicio. Demuestre que la suma y el producto por escalar de matrices simétricas
también son matrices simétricas. Sugerencia: use las propiedades de la matriz transpuesta.
Enuncie y demuestre la propiedad analoga para matrices antisimétricas.

23. Ejercicio. Sea A € M3(R) una matriz simétrica y al mismo tiempo antisimétrica.
Demuestre que A es nula.
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24. Ejercicio. Sea A € M,,(R). Demuestre que existe un tnico par de matrices (B, C')
tal que A = B+ C, B es simétrica y C' es antisimétrica. En otras palabras, cada matriz
cuadrada se puede representar de manera uUnica como suma de una matriz simétrica y
una matriz antisimétrica.
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Matrices simétricas y antisimétricas sobre el campo de dos ele-
mentos

Matrices simétricas y antisimétricas se pueden definir no sélo para F = R, sino también

para otros campos. En campos de caracteristica 2 (es decir, cuando 1+ 1 = 0) la situacién
es un poco diferente de las situacion real.

25. Ejercicio. Construya una matriz antisimétrica A € Mj3(FFy) con entradas diagonales
no nulas. Aqui Fy es el campo de dos elementos.

26. Ejercicio. Construya una matriz A € Ms(Fy) que sea simétrica, antisimétrica y no
nula.
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