Construccion de bases en la suma
y la interseccion de subespacios (ejemplo)

Objetivos. Aprender a construir bases en S| + S5 y S; N Ss, donde S; y Sy estan dados
como subespacios generados por ciertos vectores del espacio R™.

Requisitos. Suma e interseccion de subespacios, sublista basica de una lista de vectores,
eliminacion de Gauss, matrices pseudoescalonadas reducidas, rango de una matriz, cons-
truccién de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas cuyo conjunto solucion seria el
subespacio ¢(aq, ..., a;) con vectores ay, ..., a; dados.

1. Dos descripciones de un subespacio de R™. Todo subespacio S del espacio R" se
puede describir de dos maneras:

(1) Como el subespacio generado por algunos vectores ai, ..., a,. Estos vectores no
se determinan de manera tunica, pero si son linealmente independientes, entonces
m = dim(95).

(2) Como el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas. La
matriz del sistema no se determina de manera tnica, pero si la matriz es pseudoes-
calonada y tiene r renglones no nulos, entonces r = dim(S5).

2. Descripcion de la suma de dos subespacios dados por sus generadores. Sean
Sy ={l(ay,...,a,)y Sy =L(by,...,b,). Entonces

Sl—I—Sgzﬁ(al,...,ap,bl,...,bq).

3. Descripcién de la interseccién de dos subespacios dados como conjuntos
soluciones de sistemas de ecuaciones lineales. Sean S; y S, dos subespacios de R?
dados de la siguiente manera:

51:{I€R52 31’1—21’3+$4+4$5:O},

52:{$€R5‘ rT — 2[)32 + r3 — 41’4 + ITs = 6}

—21’1 + 3$2 + 5!173 + 21’5 = —1
Describir S7 NSy de alguna manera.

Respuesta: Un vector € R pertenece a S1NSs si, y s6lo si, satisface todas las ecuaciones
que definen S; y Ss:

31’1 — 21‘3 + T4 + 4ZL’5 = 0
Sl N SQ = T € R5Z rr — 2?[72 + I3 — 41’4 + Ts = 6
—2x1 + 3z9 4+ Ox3 + 225 = -1
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4. Ejemplo. Se consideran los vectores ap,as,as,bi,bs € R* y los subespacios S; =
E(a17a27a3)7 52 - g(b17b2)'
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Construir una base del subespacio S7 + S,. Escribir los vectores ai,as, as, by, by como
combinaciones lineales de los vectores de esta base. Hacer las comprobaciones.

Solucion. Sabemos que S1+ S, = £(aq, as, as, by, by), por eso vamos a construir una sublista
bésica de la lista (ay, as, as, by, by) y asi obtendremos una base de S; + Ss.

3 4 5 1 2 4 51 2
2 3 4 0 2| BTEEE | 2 3 40 2| R}
5 6 7 3 1 | -4 =6 -8 0 -5 ’
| -4 5 —6 -2 -2 2 3 40 2
[ 3 4 51 2] R+4=-3r [0 —-1/2 -1 1 -1
13/2 20 1| 2528 |1 3/2 20 1| reeeos
—4 -6 -8 0 -5 "lo 0 00 -1 }
2 3 40 2 0O 0 00 0
[0 —1/2 -1 1 —1] 0 —1/2 -1 1 0
1 3/2 20 1| a=f% |1 32 200
0 0 00 1 "lo 0 001
0 0 00 0] 0 0 000

Respuesta: dim(S; + S3) = 3; los vectores ay, by, by forman una base de S; + So;

3 1
a9 = 5@1-5[)1, a3:2a1—b1.

[ 9/2 —1/2 [
3 1 3 0
a1 — —bl = —+ =
5
4
7
6

Comprobacién:

271 2 15/2

2aq7 — by = + =
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5. Encontrar un sistema de ecuaciones lineales homogéneas que describa el subespacio S;
del ejemplo [4] Hacer las comprobaciones. Calcular dim(S)).

Solucién. Un vector z € R?* pertenece a S si, y s6lo si, el siguiente sistema de ecuaciones
es consistente.

3 4 b5lx 1 1 1|z — 23 | Re+=—2R;
R3+=—-5R;
2 3 4| x9 Ri+=—Ro 2 3 4 Ty Ry +=4R;
5) 6 7 T3 5) 6 7 T3
| 4 -5 —6 |2 —4 =5 —6| a4
[ 1 1 1 1 — X9 e R 1 11 1 — X2
0 1 2| —2z 431 By | 001 2| —2ay + 3,
s
0 1 2 —51‘1 + 5$2 + x5 000 —3ZL'1 + 2%2 + 23
L 0 -1 -2 4ZL'1 — 41‘2 + T4 000 21’1 — To + X4

La matriz obtenida es escalonada reducida (seria suficiente con pseudoescalonada redu-
cida), por eso el sistema tiene solucién si, y sélo si, en todas las ecuaciones de la forma
0x1 + O0xo + Ox3 = (B la expresién [ es cero. Ademds vemos que r(aq, as,a3) = 2, asi que

Respuesta: dim(5;) = 2,

81:{x€R4. —3z1 + 2m + 3 = 0}

21’1— ) +JI4:0

Comprobacién. Hay que probar que cada uno de los vectores aq, as, az satisface cada una
de las ecuaciones del sistema obtenido.

a €S: —944+54+0=0; V
6—-2+0—-4=0;, V

as €5 —12464+464+0=0;, V
8§—34+0-5=0;, V

azeS: —154+84+74+0=0; V

10-440-6=0. vV

Podriamos escribir la comprobacion de manera méas breve:

3 4 5

-3 210 2 3 4
[ 2 —1 0 1} 5 6 7
—~4 -5 —6

[ -9+44540 —12+6+6+0 —15+8+74+0] [0 0 0
| 6—-24+0—14 8—3+0+5 10—-44+0—-6 |
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6. Encontrar un sistema de ecuaciones lineales homogéneas que describa el subespacio S,
del ejemplo [4] Hacer las comprobaciones. Calcular dim(Ss).

Solucion. Este ejemplo es similar al ejemplo anterior.

1 2 Ty Ra 4= —3R, 1 2 T Rs 4= gR2
0 2 To R4y +=2R; 0 2 ) R4+=—R2
3 1 T3 0 -5 —3$1+Ig
| -2 =2 Ty 0 2 25131 + x4
[ 1 2 T
0 2 T2
0 0| =3z 4 2zy+ 3
| 0 0] 2z —x2+ 24
Respuesta: dim(S5;) = 2,
—6x1 + dxy + 22 =0
_ 4, 1 2 3
SQ—{LUGR. 2$1 . T + oz, = 0}
Comprobacion:
1 2
-6 5 20 0 2
2 —1 0 1 3 1
-2 =2

_[6+0+6+0 —12410+2+0]) _[0 0]
| 24040-2 4-2+0-2 | |0 0]
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7. Construir una base del subespacio S; N S;. Comprobar que los vectores de esta ba-
se satisfacen las ecuaciones homogéneas obtenidas en dos ejercicios anteriores. Hacer la
comprobacion de las dimensiones con la férmula de Grassmann.

Solucion. Un vector z € R* pertenece a S; NS, si, y s6lo si, satisface al sistema que define
S1 y también al sistema que define Ss:

—3ZL‘1 + 21’2 + T3 = 0
- 4. 21’1 — i) + Ty = 0
SlﬂSg— z € R*: —6£L'1 . 533'2 X 2%3 — 0
21’1 — ) + x4 = 0
Resolvamos el sistema obtenido:
[ -3 2 1 0] -3 210
2 -1 01 Ri+=—Ro 2 -1 01 Rz +=—2R;
—6 5 2 0 —6 5 2 0
| 2 -1 0 1] 0 0 0O
-3 2 1 017 o om -3 010
2 -1 0 1| "hich® 200 1
0 1 0 0 01 00
| 0 00 0 | 00 0O
Conjunto solucion:
T 1
0 . 0
3z, | Y| 3
—2ZL‘1 —2

Respuesta: dim(S; N S;) = 1, una base de S; NSy consiste en el vector

1
" 0
a 3
—2
Comprobacién:
-3 210 1 -3+0+3+0 0
2 -1 0 1 o | 2+0+0-2 | |0 v =
-6 5 20 3 —-6+0+6+0 0
2 -1 01 —2 2404+0-2 0
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8. Extender la base de S7 N 95 obtenida en el ejercicio anterior a una base de Si; a una

base de Sy; a una base de S7 + S5.

Solucion. Recordamos que

3 4
2 3
al - 5 9 a/2 - 6 ) a’3
- _4 - L _5 -
- 1 - — 2 -
0 2
b]. - 3 ) b? - 1 9 U
. _2 - L _2 -

S N = Ot

N W DO =

1. Como dim(S;) = 2, hay que agregar al vector u alguno de los vectores ay, ay, az de tal
manera que se obtenga una base de S. El vector a; no es un multiplo de u, por eso (u, a;)

es una base de S;.

2. Como dim(Sy) = 2, tenemos que agregar al vector u uno de los vectores by, by de tal
manera que se obtenga una base de S;. El vector b; coincide con u, y el vector by no es

un multiplo de u. Por eso la respuesta es la lista (u, b).

3. Notemos que Sy + .Sz = (u, ay)+£€(u, by) = €(u,ay,by). Como ya sabemos que dim(S; +

Sy) = 3, los vectores u, aj, by forman una base de S; + Ss.

4. Comprobacion de la formula de Grassmann:

dim(S; + Ss) + dim(S; N Sy) = dim(S1) + dim(Sz) .

P ~ —_—— —
3 1 2 2
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