Subespacios de espacios vectoriales

Objetivos. Estudiar la definicién, el criterio y algunos ejemplos de subespacios vecto-
riales. Muchos espacios vectoriales importantes (por ejemplo, espacio de soluciones de un
sistema de ecuaciones homogéneas) son subespacios de otros espacios vectoriales.

Requisitos. Espacios vectoriales, ejemplos de espacios vectoriales, restriccién de una
funcién a un subconjunto del dominio.

1. Ejemplo. Consideremos el espacio vectorial V3(0). Sea II un plano que contiene el

punto O. Consideremos el conjunto S = {0—121 A € II}. La suma y el producto por
escalares para los elementos de S definimos como para los elementos de V3(O). En este
caso se dice que las operaciones lineales en S son heredadas (inducidas) de V3(O). También
se dice que las operaciones lineales en S son restricciones de las operaciones lineales en
V3(0). Es f4cil ver que

@65,
OA+O0L €S VOA. OB € 8,
NOA € S VOAe S VYreR.

Ademas, S cumple con todas las propiedades de espacio vectorial real. S es un subespacio
del espacio vectorial V3(O).

2. Definicién (subespacio vectorial). Sea (V,F,+, ) un espacio vectorial. Se dice que
(S, K, ®,®) es un subespacio vectorial de V' si

(S,K,®,®) es un espacio vectorial,
ScV,

K=F,

Ya,be S a®b=a+b,

Vae SYAeEF Aoa=M\-a.

Esto es, S y V son espacios vectoriales sobre un mismo campo, S es un subconjunto de
V' vy las operaciones lineales en S son restricciones de las operaciones lineales en V.

3. Observaciéon. Por definicion, subespacio vectorial es un espacio vectorial.
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4. Observacién. Si (S,K,®,®) es un subespacio de un espacio vectorial (V,F,+,),
entonces K (el campo de escalares de S) debe coincidir con F (con el campo del espacio
V') v las operaciones lineales @ y ® en S estan determinadas de manera unica. Es decir,
el subespacio (5,K,®,®) estd determinado completamente por el subconjunto S de V.
Es natural investigar, cuando un subconjunto de V' sera un subespacio vectorial de V.

5. Teorema (criterio de subespacio vectorial). Sea (V,F,+,) un espacio vectorial,
sea S un subconjunto de V. Denotemos por & y ® a las operaciones inducidas en S por
las operaciones + y -:

Ya,b e S a®b=a+0b, YAXeFVaes AOa=M\-a.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) (S,F,®,®) es un subespacio vectorial de V;

(b) S contiene al vector cero del espacio V' y es cerrado con respecto a las operaciones
lineales del espacio V:
1. Oy € S,
2. a+b e S para todos a,b € S,
3. Xa € S paratodosa € S, A € F.

Demostracion. (a)=(b). Supongamos que S es un subespacio vectorial de V. Por defini-
cion, esto significa que S es un espacio vectorial, S C V' y las operaciones lineales en S
son restricciones de las operaciones lineales en V. Vamos a demostrar las condiciones 1,
2, 3.

S es un espacio vectorial. Esto implica que los resultados de las operaciones ® y ®
pertenecen al mismo espacio. Por lo tanto,

Ya,b e S a+b=adbes,
YVae S VINeTF Aa=AGa€eSs.

Demostremos que 0y € S. Como S es un espacio vectorial, en S existe un tinico elemento
0g tal que Og + a = a para todo a € S. El objetivo consiste en demostrar que Og = Oy .
El vector Og es un elemento neutro bajo la suma &, por lo tanto

0s ® 0gs = 0g. (1)

Pero la a & b = a + b para todos a,b € S, en particular para a = b = 0g. Por lo tanto
podemos escribir la igualdad como una igualdad en el espacio V:

05 + 05 = 0. (2)
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Ahora vamos a aplicar la ley de cancelaciéon en V. En otras palabras, a ambos lados de
sumamos b, donde b es el elemento inverso aditivo de Og en el espacio V. (En realidad
b = 05 = Oy, pero ahora todavia no lo podemos concluir.)

(0g + 0g) +b = 0g + b;
Aplicamos la ley asociativa en V:
05 + (05 +b) = 05 + b;
Usamos la definicién del vector b:
0s + 0y = Oy;
Recordamos que Oy es un elemento neutro bajo la operacion +:
05 = Oy.

Resumen: 0y, = 0g € S.

(b)=(a). Supongamos que S cumple con las condiciones 1, 2, 3 (esto es, contiene al
vector Oy y es cerrado con respecto a las operaciones lineales). Las condiciones 2 y 3
significan que las restricciones de las operaciones lineales estdn definidas correctamente
(los resultados de estas operaciones estan en S). Los axiomas 1, 4, 5, 6, 7, 8 de espacio
vectorial se cumplen automaticamente en S porque se cumplen en V. Por ejemplo, la
igualdad (a+0b)+c = a+ (b+c) es vélida para todos a, b, ¢ € V, en particular, para todos
a,b,c € S. Mostremos que se cumplen los axiomas 2 y 3 en S.

2. Por la condicién 1, el elemento Oy pertenece a S. Es facil ver que 0y es elemento
neutro aditivo de S: como Oy + a = a para todo a € V, en particular, Oy + a = a para
todo a € S. (Ahora podemos considerar al vector 0y también como 0Og.)

3. Sea a € S. Entonces por las condiciones 2 y 3 tenemos que el elemento b = (—1) - a
pertenece a S. Chequemos que b es el elemento inverso aditivo de a (en S y en V):

a+b=a+(-1)-a=1-a+(-1)-a=(1+(-1))-a=0-a=0y = 0g. O
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Ejemplos de subespacios

6. Polinomios de grado < d. P;(R) es un subespacio de P(R).
7. Si p < d, entonces P,(R) es un subespacio de Py(R).

8. Subespacio nulo. En cualquier espacio vectorial V', el conjunto {0y } es un subespacio

de V.
9. Cada espacio vectorial es su subespacio. V' es un subespacio de V.

10. Segmentos dirigidos cuyos puntos terminales pertenecen a una recta fija.
Sea V = V?2(0). Sea { una recta en el plano. Consideremos el conjunto

S={0A: Ae ).

Si O € ¢, entonces S es un subespacio de V2(0). Si O ¢ ¢, entonces S no lo es.

11. Subespacios de V?(0). Comprender bien que los siguientes conjuntos son subes-
pacios de V?(0):

» Subespacio nulo {(ﬁ}
» Cualquier recta que pasa por el origen.
» Todo el espacio V?(0).

Luego usando los conceptos de base y dimensién podremos ver que cualquier subespacio
de V%(O) tiene una de estas formas.

12. Subespacios de V3(0). Comprender bien que los siguientes conjuntos son subes-
pacios de V3(0):

= Subespacio nulo {O?}
» Cualquier recta que pasa por el origen.

= Cualquier plano que pasa por el origen.

» Todo el espacio V3(O).
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13. Soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas. Consideremos
un sistema de ecuaciones lineales homogéneas:

A171$1 + ... 4+ Almxn = O,

Am71$1 + ... + Am,nxn = 0.
Este sistema se escribe en forma breve de la sigueinte manera:
Az = 0.

Aqui A € M,,,(F) es la matriz del sistema, z = [z,]7_; es el vector de las incognitas.
Denotemos por S al conjunto solucion de este sistema:

S = {xEIF”:A:c:O}.

Entonces S es un subespacio de F".
14. Ejercicio. En el ejemplo anterior demuestre que S es un subespacio de F".

15. Ejemplo. Sean m,n € N, m < n. El conjunto
S={reR" zp1=...=2,=0}

es un subespacio de R™. Observacion: este conjunto S se puede identificar con R™. Esto
significa que es posible considerar R™ como un subespacio de R".

16. Soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria homogénea. Sea w > 0.
Consideremos el conjunto de todas las funciones real dos veces continuamente derivables
en el intervalo [0, 1] que son soluciones de la EDO homogénea z”(t) + w?z(t) = 0:

S ={zeC*[0,1],R): 2"(t)+w’z(t)=0 Vtel0,1]}.

Entonces S es un subespacio de C?([0,1]).

17. Matrices triangulares superiores. Una matriz cuadrada A € M,,(F) es triangular
superior, si A; ; = 0 para ¢ > j. Denotemos por ut,(F) al conjunto de todas las matrices
triangulares superiores de orden n:

utn(IB‘)::{AeMn(IF): Vije{l,....n} (i>j) = Aw:o}.
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18. Ejemplo de subconjunto que no es subespacio. El conjunto
S = {r €R*: 2o =27}

no es subespacio de R%. Mostremos que S no es cerrado con respecto al producto por
escalares. De hecho, el vector
|1
= [1]

[}

no pertenece a S pues sus componentes r; = 2 y x5 = 2 no cumplen con la condicion

Ty = 3.

pertenece a S, pero el vector

Ejercicios

Para cada uno de los siguientes subconjuntos S de R? determine si S es un subespacio
vectorial de R? o no.

19. S = {x € R?*: ; = 5}.

20. S = {z € R?: 2, = 0}.

21. S = {x € R*: z; = ¢}, donde ¢ es un ntimero real fijo.

22. S = {z € R?: 3x; — by = 4}.

23. S = {x € R*: 3z; — by = 0}.

24. S={r e R*: 2y + 25 > 0}.

25. S = Q? = {x € R?: 21,15 € Q}, esto es, el conjunto de todos los pares con compo-
nentes racionales.

26. S:{x€R2 xlzxg}.
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27. S = {x € R?: |z1| = |2al}.

28. 5 = {IL' € ]R2Z |ZL'2| S |ZE2|}

29. S ={z € R?: 29 = 71 + 5}.

Para cada uno de los siguientes subconjuntos de C? determine si este conjunto es un
subespacio vectorial de C*:

30. S ={z € C?: Re(z)=1Im(z)}.

31. S ={z € C?: Re(z1) = Re(22)}.
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