Rango de una matriz

Objetivos. Definir el rango de renglones y el rango de columnas de una matriz. Mostrar
que estos rangos coinciden.

Requisitos. Rango de una lista de vectores, operaciones elementales y matrices elemen-
tales, matriz escalonada reducida, eliminacion de Gauss.

1. Definiciones (rango de renglones y rango de columnas de una matriz). Sea
A e M, ,,(F). El rango de renglones de la matriz A es el rango de la lista de sus renglones,
es decir, la dimension del subespacio de F™ generado por los renglones de A:

1 (A) = 1(Ap, o Ap) = dim(C(Ay ., .., A).

El rango de columnas de la matriz A es el rango de la lista de sus columnas, es decir, la
dimension del subespacio de F™ generado por las columnas de A:

ro(A) = 1(Aus, .o, Auy) = dim(((A, g, ..., Au)).

2. Ejemplo. Usando solamente la definicién calculemos el rango de renglones y el rango
de columans de la siguiente matriz:

2 -1 3
A= { 1 5 —4 } '
Aquir,(A) = 2 porque A tiene dos filas y estas son linealmente independientes. El rango de

columnas también es 2, porque las primeras dos columnas son linealmente independientes
y la tercera es una combinacion lineal de las primeras dos: A, 3 = A1 — A, o.

Vamos a demostrar que el rango de renglones es igual al rango de columnas.
= Operaciones elementales por renglones no cambian el rango de renglones.

= Operaciones elementales por renglones no cambian las dependencias lineales entre
las columnas; por consecuencia, no cambian el rango de columnas.

= El rango de renglones de una matriz pseudoescalonada coincide con el nimero de
los renglones no nulas.

= En una matriz pseudoescalonada, las columnas que contienen elementos pivotes for-
man una sublista basica de la lista de columnas; en particular, el rango de columnas
de una matriz pseudoescalonada es igual al nimero de los renglones no nulos.
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3. Ejemplo: operaciones elementales por renglones no cambian las dependen-
cias lineales entre las columnas. En el ejemplo anterior, tenfamos A, ; — A, 2 — A, 3 =
0. Sea B la matriz que se obtiene de la matriz A al aplicar la operacién Ry + =2R;:

2 —1 3
B‘[&s 3 2}'

Entonces B*71 — B*Q — B*73 = 02.

4. Proposicién (operaciones elementales por renglones no cambian dependen-
cias entre las columnas). Sea A € M,,,(F) y sea B es una matriz obtenida de A al
aplicar una operacion elemental por renglones. Supongamos que A,..., A\, € Fy

> NA; =0, (1)
j=1

Entonces
n

> AjB.; =0, (2)
j=1

Demostracion. Sabemos que operaciones elementales por renglones corresponden a la mul-
tiplicacion por matrices elementales del lado izquierdo. Por lo tanto, existe una matriz
elemental E tal que B = F'A. La j-ésima columna del producto F'A es el producto de la
matriz F por la j-ésima columna de A:

)

De aqui

i /\jB*,j = i /\jEA*,j =F (i /\jA*J') = EOm = Om ]
j=1 j=1 j=1

5. Corolario. Sean A, B € M,, ,(F), AX B,y sea A, ..., A, unasublista basica de
las columnas de A. Entonces B, j , ..., B, es una sublista bésica de las columnas de B.
En particular, operaciones elementales por renglones no cambian el rango de columnas.

Demostracion. Por la hipétesis del corolario, las columnas de la matriz A con indices

J1s---, 7 son linealmente independientes y cualquier columna de A es una combina-
cién lineal de esas. Entonces tenemos lo mismo para las columnas de la matriz B, y
B, ..., B,  esuna sublista basica de las columnas de B. O

6. Proposicion. Operaciones elementales de renglones no cambian el rango de renglones.
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Demostracion. Sea A € M, ,(F) y sea B una matriz obtenida de A al aplicar una
operacién elemental por renglones. De la definicién de operaciones elementales sigue que
cada renglén de B es una combinacién lineal de los renglones de A:

Bis,..., By €U A1, ..., Apy).
De la propiedad transitiva de las combinaciones lineales sigue que
U( By, Bimy) CUAL .. Aps).

Por eso (B, ), <r(A4;.)r,.
Pero las operaciones elementales son invertibles. A se puede obtener de B al aplicar la
operacion elemental inversa. Por lo tanto también es cierta la desigualdad opuesta. O]

7. Proposicién (rango de renglones de una matriz pseudoescalonada). En una
matriz pseudoescalonada las filas no nulas son linealmente independientes, y el rango de
renglones es igual al nimero de sus filas no nulas.

Demostracion. Sea A € M., ,(F). Supongamos que A tiene r filas no nulas con indi-
ces i1,...,1,.. Elijamos en cada una de las filas no nulas un elemento pivote. Denote-
mos por py,...,p, los indices (de columnas) de estos pivotes. Demostremos que las filas
A, «, ..., Ai, « son linealmente independientes.

Razonando por contrario, supongamos que son linealmente dependientes. Entonces,
por el criterio de un sistema linealmente dependiente, existe un indice k € {1,...,r}
tal que la fila A;, . se puede expresar a través de las filas posteriores, que tienen los
indices 741, ..., ¢ Pero en estas filas el py-ésimo elemento es cero, mientras A;, ,, # 0.
Contradiccion. O
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8. Proposicién (sublista basica de columnas de una matriz pseudoescalona-
da). Sea A € M, ,(F) una matriz pseudoescalonada. En cada fila no nula elejimos un
“pivote”, es decir, una entrada no nula tal que todas las entradas por abajo son nulas.
Sean (i1,71),- - -, (ir, jr) las posiciones de estos pivotes. Entonces las columnas con indices
J1s---,Jr forman una sublista basica de la lista de las columnas de A. Por lo tanto, el
rango de columnas de una matriz pseudoescalonada es igual al nimero de las filas no
nulas.

Demostracion. 1. Recordamos que operaciones elementales por renglones no cambian de-
pendencias lineales entre las columnas. Usando operaciones elementales por renglones es
posible transformar la matriz pseudoescalonada dada en una matriz pseudoescalonada
reducida con elementos pivotes en las mismas posiciones. Por lo tanto, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que la matriz dada A es pseudoescalonada reducida, y los
elementos pivotes tienen las siguientes propiedades:

Vk € {17...,7"} Ailmjk = ]_,
Vke{l,...,r} Vs e {l,...,m}\ {ir} A, =0.

2. Demostremos que las columnas con indices ji, ..., J, son linealmente independientes.
Supongamos que
.
> MeAsj =0, (3)
k=1
Elijamos arbitrariamente p € {1,...,r} y consideremos la i,-ésima componente del vector

que estd escrito en el lado izquierdo de ({3):

Z)\kAZka = )\p Aip7jp Z )\k Aipyjk- = )\p.
1 N——" N~

1<k<r Y
%
#p 0

Por otro lado, la 7,-ésima componente del vector escrito en el lado derecho de es cero,

asi que A\, = 0. El indice p era arbitrario, asi que todos los coeficientes Aq, ..., A, deben
ser cero y las columnas con indices jy, ..., J, son linealmente independientes.

3. Sea ¢ € {1,...,n}. Demostremos que la g-ésima columna de A es una combinacién
lineal de las columnas con indices 71, ..., J.. De hecho,

r
A*7q = : :Azk»qA*x]k'
k=1

Para verificar esta igualdad, calculemos la componende con indice i, (1 < p <r):
T T
> AiqAiy = Y A abok = Ay O
k=1 k=1
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9. Ejemplo.

010 -30 3
001 40 5
A= 000 01 -2
000 00 O

Aqui p; =2, pp = 3, p3 = 5. Las columnas A, 5, A, 3, A5 forman una sublista basica de
la lista de columnas. Por ejemplo, la columna A, 4 se expresa a través de A, o, A, 3, Ais
de la siguiente manera:

+4 +0

o O O
o O = O
O = O O

10. Teorema (sobre el rango de renglones y el rango de columnas de una
matriz). El rango de renglones de una matriz coincide con el rango de las columnas.

Demostracion. Sabemos que toda matriz A se puede transformar en una matriz pseudo-
escalonada B por medio de operaciones elementales por renglones. La Proposicién [0] y el
Corolario [5| garantizan que estas operaciones elementales no cambian el rango de renglones
ni el rango de columnas. Por las Proposiciones [7]y [ en la matriz pseudoescalonada B el
rango de renglones es igual al rango de columnas, asi que

rr(A> - rr(B) - rc(B) - rc(A>‘ u

11. Definicién (rango de una matriz). Sea A € M,, ,,(F). El rango de A es su rango
de renglones o, que es lo mismo, su rango de columnas:

r(A) =r(Ar, .o, Any) =1(Acq, o, Ady).

12. Corolario (sobre el rango de la matriz transpuesta). Sea A € M,, ,(F). En-
tonces T(A") = r(A).

13. Corolario. El rango de una matriz no se cambia al aplicar operaciones elementales
por columnas.
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