Diagonalizacién de formas cuadraticas
con el método de Lagrange

Objetivos. Practicar el método de diagonalizacion de Lagrange de formas cuadraticas.
Requisitos. Formas cuadraticas, cambio de base.

1. Teorema. Sea V un EV real de dimension finita y sea ¢ € Q(V'). Entonces existe una
base B de V tal que la matriz gz es diagonal.

Demostracion. La demostracién es por induccién sobre n = dim(V'). En vez de estudiar
la demostracion abstracta, vamos a aprender el algoritmo con ejemplos numéricos. O

Ejemplos
Copyright. Los ejemplos de esta seccion pertenecen a Vadim D. Kryakvin.

2. Ejemplo.
q(z) = x% + 295% — 8:c§ +4xi19 — 20125 — 162975,

Solucion.

Q(x) = (ml -+ 21'2 — 1.3)2 — 237% — 12%’2333 — 91’%
= (21 + 229 — x3)* — 2(2 + 323)” + 923,

En coordenadas
Y1 = x1 + 229 — T3, Yo = To + 373, Y3 = T3

tenemos que
q(x) = yi — 2y5 + 9y3.

Expresamos z; a través de y;:

T3 = Y3, To = Yo — Y3, Ty =y — 2ys + Tys.

Comprobacion:
1 00 1 2 -1 1 -2 7
qr =Pt rqePeyr=| -2 10 2 2 =8 0 1 -3
7T =3 1 -1 -8 -8 0o 0 1
1 00
=10 —2 0 | =diag(l,-2,9).
0O 09

Haciendo el cambio 2 = y1, 2o = 3ys, 23 = V/2ys, podemos reducir ¢ a una forma normal,
donde todos los coeficientes son iguales a 1, —1 o 0:

q(z) = 27 + 25 — 2. O
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3. Cambio de variables cuando no hay cuadrados. Consideremos el caso cuando
una forma cuadratica no contiene los cuadrados, esto es, todos los coeficientes a;; son

iguales a cero:
q(z) = E 2a; 71,
i<j
En este caso se hace el cambio de variables

n n

Y1 = Z(al,k + ag i)z, Yo = Z(Gl,k — Qg k) Tk (1)

k=1 k=1
Muestre que ¢ se puede escribir de la siguiente manera:
| 1

2 ~
— ——Y5 +q(x3,...,%Tpn),
Y1 2a17292 q(z3 )

ﬁ@=2%2

donde ¢ ya no depende de z1 y x».

4. Ejercicio. Muestre que las férmulas (1) se pueden escribir en términos de derivadas

parciales de la siguiente manera:
1/090q Oq 1 [ 9q dq
===+ = (= -=]. 2
4 2 <8$1 + 8&72) ’ b2 2 (85B1 ax? ( )

5. Ejemplo. ¢(z) = 22129 — 8x123 + 6xoms.
Solucion. Hacemos el cambio de variables usando las férmulas (1):

Yy = (0 + 1)1’1 -+ (1 + O)l’g + (—4+ 3)1'3 =T+ X9 — xs3,
Yo = (0 — 1)1‘1 + (1 — O)ZEQ + (—4 — 3)£L‘3 = -1+ Ty — 7ZL‘3.
1

Calculemos 53/% — Eyg :

1
§y% - _y; = _24$§ + 221209 — 8x123 + 6737 3.

\)

De aqui

1 1
q(z) = 51/% — 593 + 24x3,.

Hacemos el cambio y3 = x3 y obtenemos

1., 1
ﬂ@:§ﬁ—§£+ﬂﬁ'

6. Ejemplo. ¢(z) = z7] + 1625 + 925 — 87125 + 62173 — 22973,
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7. Ejemplo. q¢(z) = 22 + 25 + 25 + 27 + 20109 — 20173 + 20174 — 22374,
Solucion.
q(x) = (x1 + 29 — 25+ 1‘4)2 + 22913 — 20974 =

1
= (1’1 -+ To — X3 -+ l’4)2 -+ —(132 -+ Trs3 — $4)2 — 5(1’2 — T3 + JI4>2.

2
En las coordenadas
Y1 =21+ T2 — 23+ 2Ty, Yo=T2+2T3— Ty, Y3=2=2To— T3+ Ty, Ys=24

obtenemos que

1
q(z) =y + 5u3 — ¥3
Expresamos x; a través de y;:
- Y2 — Y3+ 2ys Y2t ys
Ty =Y4y X3=— 57 —, T2= , L1 =Y1— Y3
2 2
Comprobacién:
1 0 0 0 1 1 -1 1 1 0 -1 0
_ 0 1/2 1/2 0 1 1 0 0 0 1/2 1/2 0
ar = —1 1/2 —1/2 0 -1 0 1 -1 0 1/2 —1/2 1
i 0 0 1 1 1 0 -1 1 0 0 01
[ 1 0 00
10 1/2 00
=lo 0 12 0 = diag(1,1/2,—-1/2,0).
0 0 00
8. Ejemplo. ¢(z )—m1+14$2 8 — 8x1x9 + 62123 — 4013,

Solucidn.
Q(x) = (xl - 41'2 + 3$3)2 — 2(!172 — 2$3)2 + 7(13%

9. Ejemplo. q(7) = 61123 + 42124 — 3235 — 20374 + 20109 + 25 + 2973 + 20974,
Solucion.

q(z) = (20 + 21 + 3+ 24)* — 27 — 422 — 27 + 4oy 23 + 20174 — AT374

= (Ig +x + Z3 + ZL’4) — (ZL’l — 2I3 — ZL’4)2.
En las coordenadas

Y1 = T2 + 1 + T3+ Ty, Yo = X1 — 2x3 — Ty, Y3 = T3, Ys = T4
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obtenemos que

Expresamos x; a través de y;:

T3 = Ys, T4 = Ya, T1 = Yo + 2y3 + Yu, To = Y1 — Yo — 3Y3 — 2ya.

Comprobacién:
o 1001701 3 270 1 2 1
1 =100 11 1 1 1 -1 -3 -2
=19 31 0 31 -3 —1 0 0 1 0
1 20 1] |21 -1 0 0 0 0 1
(1 0 0 0]
0 -1 00 .
=10 00 0 = diag(1,—1,0,0).
0 00 0|

10. Ejercicios.

1. ¢
2. q

1. q(z) = 22 + 4x129 — 22103 + 20104 + 473 — 22973 + 6oy + 23 — A3y + T3;
2. q(z) = 23 — 4x129 + 201703 + w174 + 475 — 2293 — 8ToTy + 373
3. q(x) = 109 — T103 + T104 + Tz — T3Ty;
4. q(z) = 2x1w9 — 22123 + 20124 + 209X3 + 20004 — 2037 4;
5. q(x) = =223 + 174 — Tokg + Toly;
(z)
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