Ejemplo de una proyeccién en R3

Objetivos. Estudiar un ejemplo de una transformacién lineal tal que P? = P.

1. Definicién (operador idempotente, proyeccién). Un operador lineal P: V — V
se llama idempotente o proyeccion si P? = P.

2. Ejemplo. En todos los ejercicios de este tema vamos a estudiar la transformacion
lineal P: R?® — R3 dada por su matriz asociada respecto a la base canénica &:

0 2 -1
Pe=|3 -5 3
6 —12 7

3. Propiedad idempotente. Verificar que P? = P. Se dice que P es un operador
tdempotente o una proyeccion.

Solucién. Calculamos (P?)g = Pg¢Pe:

0 2 —1 0 2 —1
(P)e=P2=|3 -5 3 3 -5 3
6 —12 7 6 —12 7

0+6—-6 0-—-10+12 0+6—-7 0 2 -1
=|0-15+18 64+25—-36 —-3—-15+21 |=|3 -5 3
0-36+42 124+60—-84 —6-—36+49 6 —12 7

Acabamos de demostrar que (P?)¢ = Pe. Como la correspondencia entre operadores

lineales y sus matrices asociadas (respecto a una base fija) es biyectiva, de aqui sigue que
P2 =P, m
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4. Construccion de bases de la imagen y del nicleo de P. Construir una base A
de im(P) y una base B de ker(P). Hacer las comprobaciones.

Solucion. Transformamos la matriz Ps en una matriz pseudoescalonada reducida:

0 2 -1 0 -2 1 Ro+=—-3R;
Pe=|3 —5 3|f=L |3 _5 3|l
6 —12 7 —12 7

Como los pivotes estan en las columnas 2 y 3, una base de la imagen de P estd formada
por la segunda y tercera columnas de la matriz Pe:

2 —1
A = (ay,as), donde  a;=P(e))=| =5 |, as = Ples) = 3
—12 7

Comprobamos que el vector P(ey), es decir, la primera columna de P, es una combinacién
lineal de a; y as:

6 —6 0
3a;+6a;=| —15 | + | 18 | = | 3 | = P(es). v
—36 42 6

Escribimos la soluciéon general del sistema de ecuaciones Pzx = 0j:

T1 1
r=| —3x; | =21 | —3
—61'1 —6

De aqui obtenemos una base de ker(P):

1
B = (b), donde by = | =3
—6
Comprobamos que b; € ker(P):
0 2 -1 1 —6+6 0
(Pby)e =Psby=13 -5 3 3| =]|3+1H-18|=1|0 v
6 —12 7 —6 6+ 36 — 42 0
Al final notamos que se cumple la relacién entre el rango y la nulidad:
r(P) +nul(P) =2+ 1 =3 =dim(R*). v O
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5. Proyeccion complementaria Q = I — P y sus propiedades. Sea ) = [ — P.
Calcular la matriz Q¢. Calcular Q?, PQ y QP multiplicando las matrices asociadas co-
rrespondientes.

Solucion.
100 0 2 -1 1 -2 1
Qe=(I—-Ple=L-P=|010|-]3 -5 3|=|-3 6 -3
00 1 6 —12 7 6 12 —6
Calculamos (Q?)e:
1 -2 1 1 -2 1
(Q)e=QeQe=| -3 6 =3 || -3 6 —3|=
-6 12 —6 -6 12 -6
146-6 —2-12+412 1466 1 -2 1
= | -3-18+18 6+36-36 —3—18+18 36 -3 | =0
—6—-36+36 12472—-72 —6—36+ 36 —6 12 —6
Calculamos (PQ)s:
0 2 -1 1 -2 1
(PQe=PeQe=|3 -5 3||-3 6 =3
6 —12 7 -6 12 -6
0-646 0+12-12 0-6+6 00 0
— | 3+15-18 —6-30+36 3+15— 18 00 0| =04
6+36—42 —12—-72+84 6+ 36— 42 000
Calculamos (QP)s:
1 -2 1 0 2 -1
(QP)e=QePe=| -3 6 =3 |3 -5 3
-6 12 -6 6 —12 7
0-6+6 2+10-12 —-1-6+7 000
=10+4+18-18 —6-30+36 3+4+18-21 0 0 0 =033
04+36—36 —12—-60+72 6+ 36 —42 0 00

Como la corresponcia entre los operadores lineales y las matrices asociadas (respecto a
una base fija) es biyectiva, concluimos que

Q*=Q,
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6. Construccién de bases en im(Q) y en ker(Q). Construir una base C de im(Q) y
una base D de ker(Q).

Solucion. Aplicando operaciones elementales transformamos la matriz Q¢ en una matriz
pseudoescalonada reducida:

1 =2 17 msesm [1 -2 1
Qe=|-3 6 —3|B=% 10 00
—6 12 —6 0 0 0

Una base de im(Q) esta formada por la primera columna de Q¢:

1
C = (cr), donde cg=Q(e))=1| -3
—6
Comprobamos que Q(e2) y Q(es) son multiplos de ¢;:
1 —2
261 =-2| =3 | = 6 | =Q(e2), V
—6 12
1
].Cl = -3 = Q(eg). v
—6

Construimos la solucién general del sistema de ecuaciones Q¢x = 03:

ZZEQ — T3 2 -1
T = T =z | 1 | + 23 0
T3 0 1

Por lo tanto, una base de ker(Q) es

—1
D= (dl, dg), donde d1 = 1 s d2 = 0
0 1
Comprobamos que dy, dy € ker(Q):
1 =2 1 2 -1 2—-240 —14+0+1 00
-3 6 -3 1 0] = —-6+6+0 3+0-3 [=]00]. V
—6 12 —6 0 1 —12+12+0 6+0-6 0 0
Notamos que r(Q) + nul(Q) = 1 + 2 = dim(R?). O
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7. Relacién entre im(P), ker(P),im(Q), ker(Q). Mostrar que los vectores de C son
combinaciones lineales de los vectores de B y viceversa. Muestre que los vectores de D
son combinaciones lineales de los vectores de A y viceversa.

Solucién. Recordamos que A = (aq,as) es una base de im(P) y B = (by) es una base de
ker(P):

2 —1 1
a1 = -5 3 a9 — 3 y b1 = -3
—12 7 —6

Recordamos que C = (¢1) es una base de im(Q) y D = (d;, dz) es una base de ker(Q):

1 2 —1
C1 = -3 s d1 = 1 s dQ = 0
—6 0 1

Es obvio que ¢; = b;. En general ¢; podria ser un multiplo no nulo de b;.

Vamos a demostrar que d; y dy son combinaciones lineales de a; y as. Formamos una
matriz de los vectores ay, as,dy,ds y la transformamos en una matriz pseudoescalonada
reducida eligiendo pivotes en la primera y segunda columna:

2 -1 2 -1 -2 1 -2 1 Ro +=—-3R;
5 31 0| Ba==Vy 53 1 0| Bet=""R,
-12 70 1 -12 7 01
-2 1 =2 1 Ri+=R> 01 12 -5
10 7 —3| &2 19 09 7 -3
2 0 14 -6 00 0 O
De aqui sigue que
dl = 7(1,1 -+ 12@2, d2 = —3a1 — 5@2.
Comprobacién:
[ 14 —-12 2
7Cl1 + 12(1,2 = —35 + 36 = 1 = dl; v
| —84 84 0
[ —6 5 —~1
—3a; — bay = 15 |+ | =15 | = 0| =dy. VvV
| 36 —35 1
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Ahora vamos a mostrar que a; y as son combinaciones lineales de d; y ds. Formamos
una matriz de estos cuatro vectores y la transformamos en una matriz pseudoescalonada
reducida eligiendo pivotes en las columnas correspondientes a los vectores d; y ds:

2 -1 2 -1 12 -7 0 -1 00 0O
—5 31 o | =2 5 31 o | BERL 5310
-12 7 0 1 -12 7 0 1 -12 7 0 1

De aqui vemos que
a; = —5d1 - 12d2, a9 = 3d1 + 7d2
Comprobacién:
[ —10 12 2
—5d1 — 12d2 = -5 + 0 = -5 = Qay; v
|0 —12 —12
[ 6 -7 —1
3d1 + 7d2 = 3 + 0 = 3 = 2. v
| 0 7 7
Conclusién:

im(P) = l(ay, az) = £(dy, ds) = ker(Q), ker(P) = 4(by) = l(c1) = im(Q).

La imagen de P es el nicleo de @), y viceversa. [
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8. Descomposicién de un vector v en la suma P(v) + Q(v). Sea
5

v=| 4
8

Calcular u = P(v) y w = Q(v). Comprobar directamente que

U+ w=uv, u € ker(Q), w € ker(P).

Solucion. Calculamos u y w:

0 5 0+8—-8 0
u=1us = Pevg =Psv =1 3 4 15—-20+24 | = | 19
6 —12 8 30 — 48 + 56 38
1 -2 1 5 5—8+8 5
w:ZUg:QgUg:QgU: -3 6 —3 4 = —15+4+24—24 = —15
—6 12 —6 8 —30 + 48 — 48 —30
Comprobamos que v+ w = v, u € ker(Q), w € ker(P):
0 5 5
utw= |19 |+ | =15 |=14|=v; V
38 -30 8
1 -2 1 0 0—38+38
(Qu)g = qu = -3 6 —3 19 = 0+114—-114 = 03; v
| -6 12 —6 38 0+ 228 — 228
[0 2 -1 5 0—30+30
(Pw)e=Pew= 1|3 -5 3 —-15 | = I5+75—-90 | =03 V
| 6 —12 7 —30 30 + 180 — 210
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9. Formar una base de R3 de las bases de im(P) y ker(P). Denotemos por F a la
lista de vectores que se obtiene al juntar las bases A y B de im(P) y de ker(P). Escribir

la matriz de transicion de £ a F (puede denotarla por Ug ), calcular su inversa y hacer
la comprobacion.

Solucion. Recordamos que A = (ay,az) y B = (by), donde

2 —1 1
a; = -5 s A9 = 3 s bl = -3
—12 7 —6

Por lo tanto F = (a1, as, by) y la matriz de transicién es

2 -1 1
U&]—‘:[(a1>€7(a2)57(b1)5}:[alaa%bl]: -5 3 =3
12 7 —6
Calculamos su matriz inversa;:
[ 2 —1 1]/1 0 0 —12 7 =610 0 1| mi+=6m
5 3 —3/0 10| &=l 5 3 _3/0 1 0| B2
| -12 7 -6[0 0 1 2 -1 1|1 0 0
[0 1.0/6 01 1 00[3 10 -
1 00310222010 10|60 1| ft=2Ry
(2 -1 1|1 00 2 -1 11 0 0
1 00| 3 10 1 00[3 10
0 10/ 6 o01]|f="1010l6 01].
0 -1 1]-5 -2 0 00 1/1 -2 1
Respuesta:
3 10
Ure=|6 0 1
1 -2 1
Comprobacién:
[3 10 2 -1 1
UreUsr= | 6 1 -5 3 -3
1 -2 1 12 7 —6

6-5+0 —3+3+0 3-3+0 1
= 1240-12 —6+0+7 6+0—6 | = |0
[ 2410-12 —1-6+7 1+6—6 0
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10. Calcular las matrices Pr y Q7 asociadas a los operadores Py () respecto a la base
F del ejercicio anterior.

Solucion. Para calcular Pr usamos la formula Pr = Ur ¢ PeUg r:

3 10 0 2 —1
UrePe=16 01 3 -5 3
1 -2 1]]6 -12 7
[0+3+0 6-54+0 -3+3+0 310
=10+0+6 124+0—-12 —6+0+7 | =1]6 0 1
| 0-6+6 2+10—-12 —-1-6+7 0 0
310 2 -1 1
Pe=UrePe)Usr=|6 0 1 -5 3 =3
0 00 —-12 7 —6
6-54+0 —-3+3+0 3-34+0 1 00
=1124+0-12 64047 640—-6 [ =0 1 0
0+0+0 04+0+0 04040 000
Para calcular Q) usamos la formula Qr = Ur ¢QsUs :
(3 10 1 -2 1
UreQe=16 0 1 -3 6 -3
|1 -2 1] | -6 12 -6
[ 3—-34+0 —-6+6+0 3-3+0 0 00
=164+0—-6 —1240+12 64+40—6 | =10 0 0
| 14+6—-6 —2-12+12 14+6-6 1 -2 1
0O 00 2 -1 1
Qr = (UreQe)Uegr=| 0 00 -5 3 3
1 -2 1 —12 7 —6
0+04+0 04+0+0 04040 0 00
= 0+04+0 04+0+0 04040 =0 00
24+10—-12 —-1—-6+7 14+6-—606 0 01

Respuesta:
Pr = diag(1,1,0), Qr = diag(0,0,1). m
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11. Relaciones entre Pr y Q. Verificar que
Pr+Qr = I, P% = Pr, QF = Qr, PrQr = 033, QrPr = 033.
Solucion.
Pr + Qr = diag(1,1,0) + diag(0,0,1) = diag(1,1,1) = I3
P2 = diag(1?,1%,0%) = diag(1,1,0) = Pr,
Q% = diag(0%,0%,1%) = diag(0,0,1) = Q~,
PrQr = diag(1-0,1-0,0-1) = diag(0,0,0) = 0.3,
QrPr = diag(0-1,0-1,1-0) = diag(0,0,0) = 03 3.
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