Funcionales lineales

Problemas tedricos

Definicién y propiedades de funcionales lineales

En los siguientes problemas se supone que V' es un espacio vectorial sobre un campo F.

1. Definicién de funcional lineal y del espacio dual. Escriba la definicion de fun-
cional lineal. Escriba la definicién del espacio dual.

2. Suma de funcionales lineales. Sean ,9 € V*. Escriba la definicion de ¢ + ¢ y
demuestre que ¢ + 1 € V*.

3. Producto de un escalar por un funcional lineal. Sea ¢ € V* y sea A € F. Escriba
la definicién de Ay y demuestre que Ap € V*.

Imagen y nicleo de un funcional lineal

En los siguientes problemas se supone que V' es un espacio vectorial sobre un campo F.

4. Imagen y ntcleo del funcional lineal nulo. Sea ¢ = Oy, esto es, p(v) = 0 para
todo v € V. Calcule im(p) y ker(p).

5. Sea ¢ € V*, ¢ # Oy+, y sea a € V tal que ¢(a) # 0. Demuestre que para todo v € V
existe un A € F tal que v — Aa € ker(yp).

6. Sea ¢ € V* p # Oy+, y sea a € V tal que p(a) # 0. Demuestre que V' es la suma
directa de los subespacios £(a) y ker(¢p).

7. Sea ¢ € V*  p # Oy«. Halle im(yp).
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Base dual

8. Definicion y la propiedad principal de los funcionales lineales que forman la

base dual. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F y sea A = (ay, ..., a,) una base
de V. Para todo i € {1,...,n} definimos al funcional y;: V' — F mediante la siguiente
regla:

Xz(v) = (/U.A)i?
es decir, x;(v) es la i-ésima coordenada de v respecto a la base A. Demuestre que y; es
lineal y que para todo j € {1,...,n}

xi(a;) = di;.

La demostracion de que xi,..., X, se divide en dos partes que escribimos como dos si-
guientes problemas.

9. Expansién de los funcionales lineales en la base dual (parte del teorema de
la base dual). Sean V, A = (ay,...,a,) ¥ X1,---, Xn l0s mismos que en el problema
anterior. Demuestre que para todo funcional ¢ € V*

Y= ZSO(ai)sz
=1

10. Independencia de los funcionales lineales que forman la base dual. Sean
V, A= (a,...,a,) y X1,---,Xn l0s mismos que en el problema anterior. Demuestre que
X1, - -+, Xn sOn linealmente independientes.

Expansion de funcionales en la base dual

11. La traza de matrices. Sea £ = (E 1, E1 2, Es 1, Es5) la base canénica de My (IF)
y sea ® = (Xx11,X1.2, X21, X22) la base dual a £. Calcule las coordenadas del funcional
tr: My(F) — I respecto a la base €.

12. Evaluacién de los polinomios en un punto. Sea £ = (eg,eq,e,e3) la base
candnica de Ps(IF):

eo(t) = 1, el(t) =t, ea(t) = t%, es(t) = t>.

y sea ® = (0, X1, X2, X3) la base dual a £. Sea ¢ € F. Denotemos por eval. al funcional
de evaluacion de los polinomios en el punto c:

eval.(P) = P(c).

Calcule las coordenadas del funcional eval. respecto a la base ®.
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13. Evaluacién de la derivada de los polinomios en un punto. Denotemos por
& = (eo, €1, €2, €3) a la base candnica del espacio P3(F):

eo(t) = 1, el(t) =t, ex(t) = 1%, es(t) = t°.

Sea ® = (xo0, X1, X2, X3) la base dual a £. Sea ¢ € F. Consideremos al funcional ¢ que
evalia la derivada de los polinomios en el punto c:

p(P) = P'(c).

Calcule las coordenadas del funcional eval. respecto a la base ®.

14. Integracién de los polinomios. Sea £ = (eq, €1, €2, €3) la base canénica de P3(R):
o) =1, al)=t,  el)=>*  el)=>

y sea ® = (Yo, X1, X2, X3) la base dual a £. Sean a,b € R. Denotemos por int® al funcional
de integracién de los polinomios en el intervalo [a, b]:

int® (P) = /P(t) dt.

Calcule las coordenadas del funcional int? respecto a la base ®.

Representacion matricial de funcionales lineales

15. Representacion matricial de funcionales lineales. Sea V' un espacio vectorial
sobre un campo F, sea A = (ay,...,a,) una base de V' y sea ¥ = (x1,...,xn) la base
dual a la base A. Demuestre que para todo v € V' y todo ¢ € V*

p(v) = @gUA'

16. Unicidad de la representacién matricial de funcionales lineales. Sea V' un
espacio vectorial sobre un campo F, sea A = (ay,...,a,) una base de V' y sea U =
(X1, ---,Xn) la base dual a la base A. Sean ¢ € V* y u € F" tales que

YoeV (V) =u' vy

Demuestre que ¢y = u.

17. Cambio de la base dual al cambiar la base del espacio. Sea V un espacio
vectorial sobre un campo F y sean A y B bases de V. Denotemos por ® y ¥ a las bases
duales a las bases A y B. Exprese la matriz Py g a través de la matriz Py .
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Espacio bidual

18. Teorema de la separacion de un punto y un subespacio. Sea V' un espacio
vectorial de dimensién finita, sea S un subespacio de V' y sea w € V' \ S. Construya un
funcional lineal ¢ € V* tal que p(w) =1y ¢(v) = 0 para todo v € S.

19. Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y sea w € V \ {0}.
Demuestre que existe un funcional lineal ¢ € V* tal que ¢(w) # 0.

20. Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea w € V tal que
¢(w) = 0 para todo ¢ € V*. Demuestre que w = 0.

21. Definicién del espacio dual. Escriba la definicién del espacio dual.

22. Funcional del espacio bidual asociado a un vector. Sea V' un espacio vectorial
sobre un campo F y sea v € V. Denotemos por A(v) a la funcién

Aw): VE =T, (A))(p) = @(v).

Demuestre que A(v) € V**.

23. Teorema del isomorfismo candnico entre el espacio vectorial y su espacio
bidual. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo F. Demuestre que
la funcion A: V' — V** definida por

es un isomorfismo de V sobre V**.
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Anuladores

Definicién (anulador de un subconjunto de un espacio vectorial). Dado un sub-
conjunto X de un espacio vectorial V, denotamos por X° al anulador X, esto es, al
conjunto de todos los funcionales que anulan a todos los vectores de X:

X' ={feVv: WweX f(v)=0}

Definicién (anulador de un subconjunto del espacio dual). Sea V un espacio
vectorial. Dado un subconjunto F del espacio dual V*, denotamos por F al anulador
de F, esto es, al conjunto de todos los vectores que se anulan por todos los funcionales
pertenecientes a F":

FO={veV: VfeF f(v)=0}.

24. Encuentre una base de S°, donde S es el subespacio de My(R) generado por las
matrices
1 0 01 00
w-lo A welie] ()
25. Encuentre una base de S° donde S es el subespacio de My(R) generado por las

matrices
10 0 0 0 1
a=lon] w=[on] a=[1o]

26. Propiedad antimondétona del anulador. Sean X, Y subconjuntos de un espacio
vectorial V tales que X C Y. Demuestre que Y° c X°.

27. Anulador del subespacio generado por un conjunto coincide con el anu-
lador del conjunto original. Sea V un espacio vectorial y sea X = {vy,...,v,} un
subconjunto finito de V. Denotemos por S al subespacio de V' generado por X: S = ¢(X).
Demuestre que el anulador de X coincide con el anulador de S:

X =39

28. Dimensién del anulador. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita y sea S
un subespacio de V. Demuestre que

dim(SY) = dim(V) — dim(S).
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29. Anulador del anulador de un subespacio. Sea V un espacio vectorial de dimen-
sion finita y sea S un subespacio de V. Demuestre que

(80 = 8.

30. Anulador del anulador de un conjunto finito. Sea V' un espacio vectorial de
dimensién finita y sea X = {vy,..., v, } un subconjunto finito de V. Denotemos por S al
subespacio generado por X: S = ¢(X). Demuestre que el anulador del anulador de X es
igual a S:

(XN = 5.

31. Anulador de la suma de subespacios. Sea V' un espacio vectorial y sean S, 5
subespacios de V. Demuestre que

(S1+ S5)° = S9N Y.

32. Anulador de la interseccién de subespacios. Sea V' un espacio vectorial de
dimension finita y sean S7, S5 subespacios de V. Demuestre que

(S; N Sy)° =59 + 59,
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