Bases ortonormales

Objetivos. Estudiar bases ortonormales en espacios euclidianos y unitarios. Estudiar el
concepto de isomorfismos isométricos de espacios con producto interno. Mostrar que todo
espacio euclidiano complejo de dimensién n es isométricamente isomorfo a C", y todo
espacio euclidiano real de dimension n es isométricamente isomorfo a R”.

Requisitos. Listas ortogonales y ortonormales, ortogonalizacion de Gram—Schmidst.

1. Definicién (base ortogonal). Una lista de vectores (by,...,b,) se denomina base
ortogonal en V si es una base y una lista ortogonal.

2. Definicién (base ortonormal). Una lista de vectores (by,...,b,) se denomina base
ortonormal en V si es una base y una lista ortonormal.

3. Proposicién (expansién de un vector respecto a una base ortonormal). Sea

bi,...,b, una base ortonormal de V' y sea v € V. Entonces
n
v = Z(bj, V)V
j=1

4. Proposicién (cdlculo del producto interno y de la norma a través de las
coordenadas en una base ortonormal). Sea V un espacio euclidiano o unitario, sea
B = (by,...,b,) una base ortonormal de V' y sean v, w € V. Entonces

(v,w) = (v, ws),  |v]| = [lvsl-
5. Ejercicio. Demuestre la proposicion.

6. Proposicién (criterio de base ortonormal). Sea B = (by,...,b,) una lista orto-
normal en V. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

» (b1,...,b,) es una base ortonormal en V.

» dim(V) =n.

= B generaa V.

= Para todo v € V, si v es ortogonal a los vectores by, ..., b,, entonces v = 0.

Para todo v € V' se cumple la igualdad de Parseval:
lol* =D [be, v)*
k=1

7. Ejercicio. Demuestre la proposicion.
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8. Teorema (extensiéon de una lista ortonormal a una base). Sea V' un espacio
euclidiano o unitario de dimensién n, seam € {0,...,n—1} y sean by, ..., b, € V vectores
ortonormales. Entonces existen vectores b,,,1,...,b, € V tales que by,...,b, es una base
ortonormal de V.

Demostracion. 1. Sea aq, ..., a, alguna base de V. Apliquemos el proceso de ortogonali-
zacién de Gram—Schmidt a los vectores

b17...,bm,a1,...,an. (1)

Denotemos por cy, ..., cnin & los vectores que se obtienen en este proceso de ortogonali-
zacion de Gram—Schmidt. De estos vectores quitamos los vectores cero, normalizamos los
demés y los denotemos por dy, ..., dx.

2. Como los vectores by, ..., b, ya son ortonormales, el proceso de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt no los cambia (A;; = 0 para todos j,k con 1 < k < j <m), asi que

C1 = bl,...Cm :bm-
Otra vez usando el hecho que estos vectores son ortonormales obtenemos que
d1:C1 :bl,...dm:Cm:bm,

asi que la lista dy,...,d; es una extension de la lista original by, ..., b,,.

3. Los vectores ay, ..., a, forman una base y por lo tanto generan a V. Por lo tanto
by, ..., bp,ay,...,a,) =V.

Sabemos que el proceso de ortogonalizacién de Gram—Schmidt conserva los subespacios
generados:

Uy, ooy Cman) = (b1, o by an, ... ay).

De la construcciéon de dy, ..., d; se sigue que

g(dl, ce ,dk) = E(Ch PN 7cm+n)'

Por lo tanto ¢(dy,...,dy) = V. Ademds dy, . . ., d) son ortonormales. Por lo tanto k =n y
dy,...,d; es una base de V. O

9. Corolario (existencia de una base ortonormal). Sea V' un espacio euclidiano o
unitario. Entonces existe una base ortonormal de V.
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