Potencias enteras no negativas
de matrices cuadradas

Ejercicios

Objetivos. Aprender como se pueden calcular las potencias enteras no negativas de
algunas matrices cuadradas.

Requisitos. Multiplicacion de matrices, el método de induccién matematica.

1. Definiciones explicitas de A?, A3 y A%. Sea A € M, (R). Entonces

A? = , A3 = AAA, At = .
—— ——

? ?

2. Definicién informal de AP. Sea A € M, (R). Escriba la definicién informal de A?,
donde p € {1,2,...}:

AP =

3. Definicién de A°. Sea A € M, (R). Entonces A° = .
——

?
Gracias a esta definicién de A%, tenemos que
APAY = )
——

?

4. Definicién recursiva de AP. Sea A € M,,(R). Para todo p € {0,1,2,...}, la matriz
APT! se define a través de AP de la siguiente manera:

AP —
N————

?
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Ejemplo: Potencias de un bloque de Jordan de orden 2

Ejemplo. Vamos a calcular A?, donde A es la siguiente matriz:
Al
A_hA}

Esta matriz se llama blogue de Jordan de orden 2. Aqui A es un parametro.

5. Calcule A?:
A1l 1 |
2 _ —_ —_ —_
A_M_“AHOA}[ | ]_[ l

6. Calcule A® usando el resultado del ejercicio anterior:

A1 | B

0 A | '
7. Calcule A* usando el resultado del ejercicio anterior:

11 3)] -l

8. Observando los resultados de los ejercicios anteriores se puede adivinar la férmula
general:

AP = A2A =

A= APA =
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9. Denotemos por R, al lado derecho de la tltima férmula:

R, =

Vamos a demostrar que A? = R, para todo p € {0,1,2,3,...}.

10. Base de induccién. Demostremos que A° = P,. Por la definicién de A°,

A0:I2:

Por otro lado, en la férmula para R, ponemos p = 0:

Ry =

Resumen: A° = R,.

11. Paso de induccién. Supongamos que A? = R, y demostremos que APt = R, ;.

Ap—‘rl (1) ApA (ii) RpA —

En la igualdad (i) aplicamos la definicién recursiva de las potencias de una matriz, en la
igualdad (ii) usamos la hipétesis de la induccién: A? = R,,. La ultima matriz coincide con
R,+1. La demostracién esta completa.
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Potencias de la matriz de rotacion

Ejemplo. Vamos a calcular B2, donde R, es la siguiente matriz llamada matriz de rota-
cion:
cos(a) —sen(a)

Fa = sen(a)  cos(«)

Aqui v es un parametro. Luego (en el tema “Transformaciones lineales”) vamos a ver que
la matriz R, corresponde a la rotaciéon del plano en el angulo «.
12. Coseno y seno de la suma (repaso). Recuerde las férmulas trigonométricas:
cos(av + ) =
sen(a + ) =

13. Producto de matrices de rotacion. Consideremos dos matrices de rotacion:

| cos(a) —sen(a) _ | cos(B) —sen(B)
¢ | sen(a)  cos(a) } ’ Fs = [ sen(8)  cos(8)

Calcule su producto R, Rg:

R.Rz =
Simplifique el resultado usando férmulas trigonométricas:

R.Rs = = .
?

14. Potencias de la matriz de rotacién. Usando la formula obtenida en el ejercicio

anterior calcule los siguientes productos:

Ri = RaRa = )
\ﬁ?,_/
R} = R’R, = Ro=_ ,
RS RS
Ri = RiRa - Ra =
RS RS
Adivine la férmula general:
RP =
——

La demostracion formal se puede llevar a cabo por induccion.
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