Motivacion de las operaciones con matrices

Objetivos. Motivar la introduccion del concepto de una matriz y la definicién de la
multiplicacion de matrices.

Requisitos. R", funcién (aplicacion).

1. Las matrices sirven para describir transformaciones lineales. Consideremos un
ejemplo. Sea f: R?® — R? la funcién (aplicacién, mapeo) definida mediante las siguientes
féormulas:
T
Ji| x| = [ o } )
T3 Y2
donde
Y1 = 3x1 — o + dT3, Yo = o1 — 4x3.

En otras palabras,

(1)

T

333'1 — Ty -+ 51’3

f : To — .
T - 41’3

T3

Las funciones de esta forma son muy comunes en ciencias naturales y en todas las areas

de matematicas. Para definir una funcién de este tipo, es suficiente sélo escribir la tabla

de los coeficientes:
3 —1 5
{ 10 -4 } | 2)

Se dice que la tabla es la matriz de la transformacion lineal . Las matrices son
tablas de nimeros que sirven como coeficientes de transformaciones lineales. Nosotros
empezamos a estudiar las matrices. A mitades del curso Algebra IT vamos a estudiar las
transformaciones lineales en espacios vectoriales de dimensiones finitas y ver que estas
siempre se pueden describir con matrices.

2. Suma de dos transformaciones lineales. Sean f, g: R® — R? las siguientes funcio-
nes:
] ]
f 2y | A1z 4+ Aj g + Ay s

' 3 Ag 11y + Agprg + Agzws |7

T B
. { Biax1 + Bipxe + By sxs

g: T2
. By 111 + By + Ba 33
5 i
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Entonces la funcién f + ¢ definida como (f + g)(z) = f(x) + g(z), actiia mediante la
siguiente regla:

o . [ (A1 + Bia)zr + (Ao + Bia)re + (A1s + Bis)zs }

+q:
f+g ii (Ag1 + Boa)x1 + (Ags + Bag)ro + (Ass + Bas)xs

Por eso la suma de las matrices

A= Ain A A y B— Bin Bip B3
As1 Agg Ags By1 By Bajs

se define entrada por entrada:

A1+ B Ao+ Big A3+ B3
A+ B =

Agq + Bag Ao+ Bao Ag s + B

Por ejemplo, el elemento de la primera fila y tercera columna de la matriz A + B que
denotamos por (A + B); 3 es igual a la suma de los elementos de A y B con los mismos
indices (1, 3):

(A+B)13 = A13+ Bis.

3. Ejercicio sencillo. Escriba la férmula general que expresa (A + B);; a través de los
elementos de A y B.

4. Producto de una transformacién lineal por un escalar. Sea f: R* — R? la
siguiente funcion:

x
f: x; = Ay 1my + A g + A 313
' . Agqx1 + Az oo + Ag 373

y sea A € R. Entonces la funcién \f se define como (Af)(x) = A\f(x) y actiia mediante la
siguiente regla:

AF: il [ M+ M + Ay g
) .CL'Q )\A271$1 -+ )\AZQ(EQ + )\A273£IZ'3 )
3

Por eso el producto A por A se define entrada por entrada:

AA; AAj o AA; 3
AN =

)\Ag,l )\A272 >\A2,3
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5. Composicién de dos transformaciones lineales. Sean g: R? -+ R? y f: R? — R?

las siguientes funciones:

. L1 — h _
g: o Ya2 | =
Ys |
n 7 r
. <1 _
E Y2 | = { w |
Y3 - -

Bz + By 2o
By 121 + Bagxa |
Bs 11 + B3 2o

(3)

Ay + Ai2ye + Aisys

4
Ag1y1 + Asoyp + Ao 3y3 )

Consideremos la composicién f o g: R? — R2. Sustituimos las férmulas para yi, Yo en

, expandimos y reagrupamos:

21 = A11(Br121 + Bi2wa) + A1 2(Bow1 + Baoxa) + A1 3(Bsiw1 + Bs o)
= (A11B11+ A12Bs1 + A1 3Bs 1)1 + (A1 Bigo + A12Bos + Ay 3B3 ) xo;

29 = Ao 1 (Br121 + Bio®a) + Ago(Baw1 + Baoxa) + Ag3(Bsax1 + Bs o)
= (A21B11+ Ag2Ba1 + As3Bsq)xy + (A21Bi2+ A2 Boo + As3Bs0)xs.

Esto significa que

fog: {xl

T2

donde

2 = (A11B11 + A12Bo1 + A1 3Bs 1)1y + (A11B1g + A1 9By o + A1 3Bs 2)2o;
29 = (A21B11 + A22Bs1 + As3Bs1)x1 + (As1Bra + AsoBag + Az 3Bs o) s.

Por eso el producto de las matrices

-

se define mediante la siguiente regla:

An Aip Aig
Asq Ass Asg

AB =

A11Big + A1oBoy + A1 3Bs

Ay 1Biy + AgoBoq + As3Bs g

Bii Bip
B = Bz1 Bap
Bs1 Bsp

A1 1Big+ A1oBoo + A1 3Bs o

Ay 1Big+ AgoBoo + As3Bs o

Es decir, AB es una matriz de tamano 2 x 2, su entrada con indices (1, 1) es igual a

3
(AB)11 = A11B1g+ A12Bo1 + A1 3B31 = Z Ay B,

su entrada con indices (1,2) es igual a

k=1

3
(AB)12 =A11B12+ A12Bos + A1 3B3 5 = Z Ay By 2,
k=1

etc.
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6. Ejercicio importante. Escriba la férmula general que exprese la entrada (AB); ; de

la matriz AB a través de ciertas entradas de las matrices A y B.

i?j

7. Ejercicio. Sean f: R? — R? g: R — R?,

[ W Z1 4y — Sy
: — = ,
/ _92} [22} [yl+3y2]

1 Y 1 — 229+
. 1 _ 1= 2 3
g ii — |:y2:| N l3x1—4x2—4x3}'

Escriba la férmula para la composicién f o g. Verifique como funciona la férmula del
ejercicio anterior.
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