Matriz asociada a una transformacion lineal
respecto a un par de bases

Ejercicios

Objetivos. Comprender cémo se describe una transformacién lineal (que actia en es-
pacios vectoriales de dimensiones finitas) por medio de una matriz. Mas precisamente,
demostrar la férmula

(T(U))B = TB,AU.A'

Requisitos. Transformacién lineal, vector columna de coordenadas de un vector respecto
a una base, multiplicacién de matrices, multiplicaciéon de una matriz por un vector.

1. Ejemplo simple. Consideremos la transformacién lineal 7': R? — R? dada por

o —4$1 + 51’2 + 71’3

T(l’) o 61’2 + T3
En este ejercicio denotemos por A = (ay, as, az) la base canénica de R3:
1 0 0
ay = 0 s a9 = 1 s as = 0 s
0 0 1

y por B = (by,by) la base canénica de R?:

$

Calcule T'(ay), T(az), T'(as3):
], T(a2):[ ’ ] T(ag):[ ]

Como B es la base candnica de R?, cada vector T'(a;) coincide con la columna (T(a;))s
de sus coordenadas respecto B. Formamos una matriz C' de estas columnas:

|5

Multiplique C' por x y compare el resultado con T'(x):

T reconozca a este
amigo viejo
IQ pr— _

‘ ‘ xs3

Vamos a ver que en una situacién general (para toda transformacién lineal que actiia en
espacios vectoriales de dimensiones finitas) se cumple una férmula similar.

T(a1) =

C =

Cx =

——

?
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Coordenadas de un vector respecto a una base (repaso)

Aqui suponemos que V' es un espacio vectorial real y A = (ay, as, a3) es una base de V,
es decir, los vectores ay, as, az generan a V' y son linealmente independientes.

2. Definicién de base (repaso). La afirmacién que aq, as, as generan a V significa que
para todo v € V

r1,To,r3 € R tales que

(. J/ J/
-~ -~

existen/para todos ?

La afirmacién que aq, as, ag son linealmente independientes significa que para todos esca-
lares A1, Ao, A3 € R

de la igualdad se sigue que

~\~ ~\~
?

3. Unicidad de la expansién de un vector en una base (repaso). Supongamos que
para un vector v € V' tenemos las siguientes expansiones en la base A = (a1, as, a3):

v = x1a1 + Toa9 + T3a3 y al mismo tiempo V= 2101 + 2000 + z303.
Restamos una expansion de la otra:
( )a1+( )CL2+( )a3:O.

2SS S S—

? ? ?

Como aq, as, az son linealmente independientes, podemos concluir que

Vv
?

4. Columna de coordenadas de un vector respecto a una base (repaso). Dado
un vector v € V', denotemos por v 4 la columna de sus coordenadas respecto a la base A.
Por ejemplo,

si v =05a; — Tas + az, entonces vy =

Otro ejemplo:

—1
si vy = 0 [, entonces v = ai + as + as.
4 ——— N~ N———

? ? ?
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Transformaciones lineales (repaso)

Aqui suponemos que V' y W son algunos espacios vectoriales reales.

5. Definicién de transformacién lineal (repaso). Una funcién 7: V — W se llama
transformacion lineal si es aditiva y homogénea. La propiedad aditiva significa que

YVu,v € T(u+v) = :
—— S

? ?

y la propiedad homogénea significa que

Ve Yo € T(\v) = :
—— N—— —

? ? ?

6. Transformacién lineal aplicada a una suma de tres vectores (repaso). Sea
T:V — W una transformacién lineal y sean wvq, vy, v3 algunos vectores del espacio V.
Simplifique la expresion:

T(Ul + vy + Ug) =

-y

7. Transformacion lineal aplicada a una combinacion lineal de tres vectores
(repaso). Sea T: V' — W una transformacion lineal, sean vy, vy, v3 algunos vectores del
espacio V' y A, A9, A3 algunos escalares. Simplifique la expresién:

T(A1v1 + Agvg + Agv3) = T'( )+ T ) +T( ) =
—~ —~ - N s

8. Transformacién lineal aplicada a una combinacién lineal de p vectores (re-
paso). Sea T': V. — W una transformacién lineal, sean vy, ...,v, algunos vectores del
espacio V' 'y Ar,..., A, algunos escalares. Simplifique la expresién:

r (y) _
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Definicion de la matriz asociada a una transformacion lineal
para el caso dim(dominio) = 3, dim(contradominio) = 2

Aqui suponemos que V' y W son espacios vectoriales reales, dim(V) = 3, dim(W) = 2,
A = (ay,as,a3) es una base de V' 'y B = (by, by) es una base de W.

9. ;A qué espacio pertenece T'(a;) y en qué base lo podemos expandir?.

Sea T': V' — W una transformacion lineal.

Entonces T'(a;) es un elemento del espacio :
?

En este espacio hemos elegido una base que denotamos por :
(S
?

Por lo tanto, T'(a;) es una combinacién lineal de los vectores .
—_———

?

10. Definicién de la matriz asociada a una transformacién lineal (ejemplo).
Supongamos que T: V' — W es una transformacion lineal y que

T(al) = 3b1 + 5b2, T(CLQ) = 2b1 - 6b2, T(ag) = 862

Escribimos las columnas de coordenadas de los vectores T'(ay), T'(az) y T'(a3) respecto a
la base B = (b, by):

(T(a1))s = [ i ] ; (T'(az))s = [ ] , (T'(as))s = [ ] :

La matriz formada de estas columnas se denota por T3 4 y se llama la matriz asociada a
T respecto a las bases A y B:

"

Muestre con flechas la correspondencia entre los tamanos de la matriz Tz 4 y las dimen-
siones del dominio y contradominio de 7"

[nﬁmero de filas de Tp, A} [dimensién del dominio de T]

[nﬁmero de columnas de TB,A} [dimensio’n del contradominio de T J
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11. Otro ejemplo. Sea T: V' — W es una transformacion lineal tal que

-2 4 3
Ts.a= { 15 —4 } '
Entonces
T(al) = bl + bg, T(ag) = s T(ag) =

12. ;Qué sentido tienen las entradas de la matriz asociada a una tranformacién
lineal?. Ahora suponemos que V' y W son espacios vectoriales reales, A = (aq, a3) es una
base de V', B = (b, by, b3) es una base de W, T: V. — W es una transformacion lineal.
Denotemos las entradas de la matriz asociada por C; ;:

Cip Cip
Tpa= | Co1 Cop
Cs1 Cso
Entonces
3
T(ar) = Ciabi+  bat  by=)_ bi;
\?,—/ \?,-/ i—1 \\?,—-/
3
T(as) = = b;
( 2> ~ -~ - ; S——

Generalizando estas igualdades expresamos 1'(a;) en términos de los b; y C; ;:

3

T(a) =" . (1)

i=1 N——

?

Cuando j es fijo, los coeficientes C; ; estdn en una de la matriz asociada.

fila/columna

El niimero de sumandos en el lado derecho de es igual al numero de

(. /

~
filas/columnas

de la matriz asociada.
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Representacion matricial de una transformacion lineal
(caso particular dim(W) = 2, dim(V') = 3)

Aqui suponemos que A = (ay, az,as) es una base de V', B = (b1, by) es una base de W'y
T:V — W es una transformacion lineal.

13. Notaciéon breve para los objetos que consideramos. Sea v un vector de V.
Denotemos por z al vector columna de las coordenadas de v respecto a la base A:

x
Vg =T = T )
T3
asi que
v = a; + as + as. (2)
>~ Y Y

El vector T'(v) pertenece al espacio W; denotemos por y al vector columna de sus coor-
denadas respecto a la base B:

esto es,

T(v) = b + b. (3)
Y

Denotamos la matriz T 4 por C, para que sea més facil hablar de sus entradas:

Cip Cip Cig

Tea=C = .
A 02,1 Cz,2 02,3

Entonces de la definicién de la matriz T 4 sigue que sus entradas sirven como coeficientes
de las expansiones de T'(ay), T (az2), T (a3) en base B = (b, b):

T(ar) = E
)= / ()
T(as) = )

Matriz asociada a una transformacién lineal, ejercicios, pagina 6 de 12



14. Deduccion de la representaciéon matricial de una transformacion lineal
para el caso 2 X 3. Usamos las notaciones del ejercicio anterior. Escriba v como una
combinacién lineal de ay, as, as (ecuacién (2))) y aplique la linealidad de T

T(U) = T( ap + as + (13) = T((Zl) + + .
~—~ ~—~ \\?,./ \\?,./ ~ ~ . ~ ~

? ?

Sustituya T'(a1),T(as), T(a3) por combinaciones lineales de by, by usando ({4)):

w-( ) ()

Reagrupe los sumandos y escriba T'(v) como una combinacién lineal de by y by:

1o o )

La igualdad obtenida nos da expresiones para las coordenadas de T'(v) respecto B.
Por otro lado, hemos denotado estas coordenadas por 1, ys.
Como la expansion de un vector en una base es tnica,

hn =
Y2 =

En forma matricial:

5]-

Reescribimos la misma igualdad en forma breve:

y = :
—

?

Ahora en términos de v4, (T'(v))g y Tp.a:

(T'(v))s =

(. J

=y
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Demostracién general, para dim(W) = m y dim(V) =n

15. Notacién. Consideramos una transformacién lineal T: V — W,
donde V' es un espacio vectorial de dimensién n con una base A
y W es un espacio vectorial de dimensién m con una base B:

A= (ai,. .., o B=(b,..., .
(al \/) (1 v)

a? ?

Sea v un vector del espacio V. Denotemos v4 por z, (T'(v))g por y, T 4 por C:

?

A=
v = Z T;a;. (5)

T(a) =" . @

16. Deduccién de la férmula para el caso general. Consideremos 7'(v). Aplicamos
la expansion y la linealidad de T

T(w)=T Z :Z .

Usando expresamos 7'(a;) como una combinacién lineal de b;, luego aplicamos propie-
dades de sumas:

Tw) =32 = :2_: 3 bi.

j= i= Y i— j= Y

Comparando con (f]) obtenemos una férmula para la i-ésima coordenada de T'(v):

Vie{l,...,v} vi= Y . (8)

? j= 7

De la definicién del producto de una matriz por un vector sigue que podemos escribir ({))
en términos de x,y, C; luego escribimos lo mismo en términos de v4, (7'(v))s y TB,4:

y = : esto es, (T(v))g = :
—— ~ Y -~

?

Matriz asociada a una transformacién lineal, ejercicios, pagina 8 de 12



Ejemplo

17. Problema. Denotamos por P2(R) al espacio de polinomios de una variable real de
dimensién < 2. Consideramos la funcién T': Py(R) — R? definida mediante la siguiente
regla de correspondencia:

ver® 1= )

Es facil ver que T es lineal, no lo vamos a demostrar aqui. Vamos a calcular la matriz
asociada Tp 4, donde A = (ag,a1,az2) es la base candnica de P2(R) y B = (b1, b2) es la
base canénica de R?:

Para comprobacién calculamos de dos maneras diferentes T'(g), donde g(x) = 2 — x + 5z

ap(x) =1, ar(x) =z, as(x) = , b, =

Solucion. Para calcular T'(a;), necesitamos las derivadas de a;:

Usando @ calculamos las imagenes de ag, a1, as bajo Ty sus expansiones en base B:

S

T(ao) = CL()/( ) = = bl + bQ.
L %@ | L ] Yy

()= | Y| = = b+ b
O N e e o
S

T(a) = | 09| A
R N e e

Formamos la matriz Tz 4 de los coeficientes obtenidos (por columnas):

TBPA :
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Comprobacién. Para g(z) = 2 — x + 5z? tenemos

g'(z) =
asi que
T(g) &
Por otro lado,
glx) = ap() +

—~—

?

y la columna de coordenadas de g en base A = (ag, a1, as) es

ga

Aplicando la férmula principal

obtenemos que

—~—

ar(x) +
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Unicidad de la matriz que representa
una transformacién lineal en un par de bases

18. Enunciado para dim(V') = 3, dim(W) = 2. SeanT": V' — W una transformacién
lineal, A = (aq,as,a3) una base de V'y B = (by,by) una base de W. Supongamos que

C € My 3(R) es una matriz tal que para todo v € V
(T'(v))s = Cva.

Vamos a demostrar que en esta situacién la matriz asociada Tz 4 coincide con C.

(10)

19. Demostracién para dim(V) = 3 y dim(W) = 2. Segtn la definicién de Tz 4 te-
nemos que calcular los vectores T'(ay), T'(az2), T'(as) y sus coordenadas en base B. Primero

expandimos cada uno de los vectores aq, as, az en base A:

ap = a; + as + as;
~ ~ ~

? ? ?

Ao = ap + as + as, as = a + as + as.

Escribimos los coeficientes obtenidos por columnas:

(a1)a = , (az)a = , (ag)a =

Calculemos (T'(a1))gs, (T(az))s y (T(a3))s usando las féormulas y (11):

_ o . . ) _7_ ) )
(T(al))B - C(al)A = L1 1,2 1,3 | = 7

L 02,1 0272 0273 | I |

_ o . . ) _7_ ) )
(T(GQ))B — C(CLQ)_A = L1 1,2 1,3 7 _ 7

L 0271 0272 02,3 ] i |

o I N
<T(a3))8 == C(CL3>A = L1 1,2 1,3 T _

L 02,1 0272 0273 | I ]

Juntando las columnas obtenidas escriba la matriz T 4 y haga la conclusion:

Tp.a= [(T(a1))s, (T(az))s, (T(as))s] =
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Usando el Ejercicio [18] como modelo, escriba el enunciado para el caso general:

20. Proposicion sobre la unicidad de la matriz que representa una tranfor-
macién lineal en un par de bases. Sean T: V — W una transformacién lineal,
A= (ay,...,a,) una base de V'y B = (by,...,b,) una base de .

Supongamos que C' es una matriz de tamano tal que para todov € V
H‘;—/
(T(v))s = : (12)
—_——
?

Entonces

= . (13)

e Re

Antes de escribir la demostracién repasamos la notacién e, y una de las propiedades
principales de e,.

21. Notacién: e, es el p-ésimo vector basico de R".

Recordamos que la -ésima componente de e, es 1 y las demds componentes son
? ?
Escriba la definicién de e, en términos de la delta de Kronecker: e, = [ }Zﬁl.
~—

?

22. Producto de una matriz por el vector e, (repaso). El producto de una matriz
arbitraria C' de tamano m X n por el vector e, es igual a

23. Demostracién de la proposiciéon sobre la unicidad de la matriz que repre-
senta una tranformacién lineal en un par de bases. Sea j € {1,...,n}. Entonces

(aj)a= : (14)
N

?

Por la definicién de la matriz T 4, su j-ésima columna es ,

——
y de y sigue que

(T(a;))s = = :
Y Y Y

Por lo tanto la j-ésima columna de T3 4 coincide con la j-ésima columna de
—~—

?

Como el indice j es arbitrario, acabamos de demostrar ((13]).
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