Calculo de la matriz asociada
a una transformacién lineal (ejemplos)

Objetivos. Estudiar con ejemplos como se calcula la matriz asociada a una transforma-
cién lineal.

Requisitos. Transformacién lineal, definicién de la matriz asociada a una transformacion
lineal respecto a un par de bases, representacion matricial de una transformacion lineal.

1. Definicién (matriz asociada a una transformacién lineal respecto a un par de
bases, repaso). Sean V, W espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo
F, sea A = (ay,...,a,) una base de V, sea B = (by,...,b,) una base de W, y sea
T e L(V,W). La matriz de T en bases B y A (o matriz asociada con T respecto a las
bases B y A), denotada por T 4, se define como la matriz cuyas columnas son columnas
de coordenadas de los vectores T'(ay), ..., T (a,) en base B:

Toa=| (T(@))s ... (T(an))s].

2. Representacién matricial de una transformacién lineal, repaso). Sean V, W
espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo FF, sea A una base de V, sea
B una base de W, sea T' € L(V,W). Entonces para todo v € V' se tiene:

(T’U)B = TB,AUA- (1)

La férmula se llama la representacion matricial de T. En particular, si W = V' y
A = B, entonces
(TU)B = TBUB'
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3. Ejemplo (matriz de una transformacién lineal en un espacio de polinomios).
Demostrar que la funciéon T': Po(R) — P2(R) definida mediante la siguiente regla de
correspondencia es una transformacién lineal:

(Tf)(x) = (¢ =3z +5) f"(x) + (v — ) f'(a) + 4f (2).
Calcular la matriz Tg asociada a T respecto a la base candnica € = (eg, €1, €3), donde
eo(r) =1, e(r) =z, ea(x) = z”.

Para comprobacion calcular T'g aplicando la regla de correspondencia de T, escribir el
vector (Tg)e y calcular el producto Tege.

g(x) = 3 — 4z + 52°.

Solucion. 1. Demostremos que T es lineal. Si f, g € P(R), entonces

(f+9)'=f+d, (f+9"=f"+4d" (f+9)(z)=flz)+g),

y por lo tanto

(T(f +9)(@) = (2* = 3z +5)(f +9)"(2) + (z = 1)(f + 9) () +A(f + 9)()
= (2% = 32 +5)(f"(2) + ¢"(2)) + (z = )(f'(2) + ¢'(2)) + 4(f (2) + g(2))

= ((@* = 324 5)/"(@) + (x = V) f'(x) + 4/ (2))
+ ((1‘2 — 32+ 5)¢"(z) + (z — 1)g(x) + 49(91:))
= (Tf)(x) + (Tg)(x).
Si f € Py(R) y A € R, entonces
A =Af AN =A1" (A)(@) =Af(2),

y por lo tanto

(TAf)(@) = (2° =3z +5)(Af)"(2) + (z = D(Af) (2) + A\ f)(2)
= (2 = 3z + 5)(\f"(2)) + (z = Af'(2)) + 4(A\f(2))

—M((#* =324+ 5)["(2) + (¢ = 1)f' (@) + 4f(x) ).

Acabamos de demostrar que T es aditiva y homogénea.
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II. Calculamos los polinomios T'(e;), j = 0, 1,2, y sus coordenadas respecto a la base &:

T(eo) :0+0—|—4I460+061+0€2;
T(e1)) =0+ (z— 1)+ 4z = —1 4 bx = —1leg + bey + Oes;
T(es) = 2(z* — 32 +5) + 2x(x — 1) + 42* = 10 — 82 + 82% = 10ey — Se; + Se,.

Escribimos (T'(eg))e, (T'(e1))e, (T'(e2))e, es decir, las columnas de coordenadas de los po-
linomios T'(eg),T'(e1), T (e) respecto a la base £ (este paso es simple y se puede omitir):

4 ~1 10
(Tleo))e= 101, (Tle))e=] 51, (T(e))e=| -8
0 0 8

Formamos la matriz T¢ juntando las columnas (T'(eg))s, (T'(e1))e, (T'(e2))e-

4 —1 10
Respuesta: Te = [ 0 5 —8
0O 0 8

III. Para la comprobacion, consideramos el polinomio
g(x) = 3 — 4x + 52?
y calculemos (T'(g))e de dos maneras diferentes. Por un lado,
(T(g))(z) = (#* = 32 +5) - 10 + (v — 1)(10z — 4) + 4(3 — 4x + 52°) = 66 — 60z + 4027,

de alli
66

(T'(g))e = | —60
40

Por otro lado, podemos calculas (7'(g))e usando la férmula de la representacién matricial

de T

4 -1 10 3 12+ 4450 66
(T(g)e=Tege=]10 5 =8 —4 | =]0-20—-40 | =| =60 |. v [
0 0 8 b} 0+0+40 40
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4. Ejemplo (matriz asociada a una transformacién lineal que actiia en un
espacio de matrices). Demostrar que la funcién 7': Msy(R) — My (R) definida mediante
la siguiente regla de correspondencia es una transformacion lineal:

T(X)=XA, donde A:li _?}

Hallar la matriz asociada a T respecto a la base F = (F, Fy, F3, Fy) de M3(R), donde

1 0 0 0
F1:E1,1:{0 0}, F2:E2,1:{1 O:|7

0 1 00
F3=E1,2:[0 O}’ F4=E2,2={0 1}-

Para comprobar la respuesta calcule T'(Y') de dos maneras diferentes:
1) usando la matriz asociada,;

2) aplicando la regla de correspondencia de T'.

Y:[g _ﬂ € My(R).

Solucion. 1. Para demostrar que T' es lineal usamos propiedades de las operaciones con
matrices, a saber: la propiedad distributiva izquierda de la multiplicacion respecto a la
adicién, le propiedad homogénea de la multiplicacién (respecto al primer factor), y las
propiedades asociativa y conmutativa de la adicién.

T(X+AY)= (X +AYV)A=XA+(A\Y)A= XA+ A\YA=T(X)+T(Y).

I1. Matriz asociada. Primero calculamos las imagenes de las matrices basicas Fi, Fy, F3, F}
bajo la transformacién T' y sus coordenadas respecto a la base F:

T(F) = é 8 i _? . g _(5)}:3F1+0F2—5F3+0F4,
T(Fg)::(l) 8 Z _‘;’:g _g}:0F1+3F2+0F3—5F4,
T(Fy) = 8 (1) Z _? — 61 g]:4F1+0F2+7F3+0F4,
T(F4)::8 (1) i _?:::2 2]:0F1+4F2+0F3+7F4.
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Escribir las columnas de coordenadas de T'(Fy), T'(F3), T(Fs), T(Fy) respecto a la base F
(este paso es muy simple y se puede omitir):

3 0 4 0
0 3 0 4
(T'(F1))r = 5 | (T(F2))r = e (T(F3))r = 7 | (T'(Fy)r = 0
0 -5 0 7
De alli por definicién,
3 0 4 0
0 3 0 4
Tr=1_5 070
0 -5 07

III. Comprobacién. Calculemos (TY)# de dos maneras diferentes. Primero, aplicamos la
definicién de T"

3 87[3 -5 932 —15—42 —23 57
T(Y)_{5 1“4 7}_{15+4 —25+7}_{ 19 —18}'

—23

(), =| .

—18

Por otro lado, usemos la representacion matricial de T

3 040 3
0 3 0 4 )
0 -5 0 7 1
9+0—-3240 —23
0+154+0+4 19
| -15+0—42+0 | | =57 v -
0-254+0+7 —18
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