Matriz asociada a una transformacion lineal
respecto a un par de bases

Objetivos. Definir la matriz asociada a una transformaciéon lineal respecto a un par de
bases y estudiar la representaciéon matricial de transformaciones lineales que actiian en
espacios vectoriales de dimension finita.

Requisitos. Transformacién lineal, vector columna de coordenadas de un vector respecto
a una base, multiplicacién de matrices, multiplicacién de una matriz por un vector.

1. Definicién (matriz asociada a una transformacién lineal respecto a un par
de bases). Sean V| W espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo F, sea
A= (ay,...,a,) una base de V', sea B = (by,...,b,) una base de W,y sea T € L(V,W).
La matriz de T en bases B y A (o matriz asociada con T respecto a las bases B y A),
denotada por T 4, se define como la matriz cuyas columnas son columnas de coordenadas
de los vectores T'(ay), ...,T(ay,) en base B:

Tp A= [ (T(a1))g ... (T'(an))s ] )
En otras palabras, si -
T(a;) = Ztm’bh
i=1
entonces
Tioa = )72

Por definicion T 4 € My, n(F), donde m = dim(W), n = dim(V'). Asi que el niimero de
renglones de la matriz T 4 es igual a la dimensién del contradominio de 7', y el nimero
de columnas es igual a la dimensién del dominio de T'.

2. Nota. En el casosi W =V y B= A, en vez de T 4 se escribe T4.

3. Ejemplo. Sea A = (ay,a9,a3) una base de V' y sea F = (by,bs) una base de W.
Supongamos que

T(al) = 2b1 - 3b2, T(CLQ) = 5b2, T(ag) = —bl -+ 4b2
Entonces

2 0 —1
TB’A:[—?, 5 41
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4. Teorema (representaciéon matricial de una transformacién lineal). Sean V, W
espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo FF, sea A una base de V, sea
B una base de W, sea T' € L(V, W). Entonces para todo v € V se tiene:

(Tv)p = Tp,av 4.

Demostracion. Usemos las siguientes notaciones para las entradas de la matriz Tp 4 y
para las coordenadas de v respecto a la base A:

Tsa=[tislmy  va=[z],

Esto es,

Calculemos T'(v):

NE
—
S
QH
Q/

3

En la igualdad (i) usamos que T es lineal, en (ii) usamos las propiedades de las operaciones
en el campo F, en (iii) usamos la definicién del producto de una matriz por un vector. Al

fin tenemos que
m
(0) =Y (Ts.av.); bi,

i=1
esto es, la i-ésima coordenada del vector T'(v) en base B es igual a la i-ésima componente
del producto T 4v4. Por consecuencia, (Tv)g = T av.4. O

5. Teorema (unicidad de la matriz que representa una transformacién lineal
respecto a un par de bases). Sean V, W espacios vectoriales de dimensiones finitas
sobre un campo I, sea A una base de V', sea B una base de W y sea T" € L(V,W). Sea
M € M, ,(F) tal que para todo v € V' se cumple la siguiente igualdad:

(Tv)g = Muy.
Entonces T 4 = M.

Demostracion. Aplicando la hipdtesis del teorema y el resultado del teorema anterior
(sobre la representacién matricial de una transformacion lineal), obtenemos que

TB,AUA = MUA

para todo v € V. Poniendo v = a; con un j € {1,...,n} arbitrario, obtenemos que la
Jj-ésima columna de Tp 4 es igual a la j-ésima columna de M. Como j es arbitrario, de
aqui sigue que I 4 = M. O
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Ejemplos

6. Ejemplo (matriz de una transformacién lineal en un espacio de polinomios).
Consideremos la transformacién lineal 7': Po(R) — P,(R) definida por la siguiente regla
de correspondencia:

(Tf)(x) = (2* = 32+ 5)f"(z) + (z — 1) f'(2) + 4 ().

Construyamos la matriz de T en la base canénica £ = (e, €1, €2), donde

Primero calculamos los polinomios 7'(e;), j = 0, 1,2, y sus coordenadas en &:

T(eo) =040+ 4 = 4ey + 0e; + Oes;
T(e1) =0+ (v —1)+4x = —1 + 5x = —leg + 5eg + Oey;
T(eg) = 2(2* — 3z 4+ 5) + 2z(x — 1) + 42° = 10 — 8z + 827 = 10ey — 8¢, + 8es.

Formamos la matriz Tg de los vectores de coordenadas (T'(eg))e, (T'(e1))e, (T(e2))e-

4 —1 10
Respuesta: Te = | 0 5 —8
0 0 8

Para la comprobacién, elijamos un polinomio g € P»(R), g(z) = 3—4z+52?, y calculemos
(T'(g))e de dos maneras diferentes. Por un lado,

(T(9))(x) = (2* = 32 +5) - 10 + (v — 1)(10z — 4) + 4(3 — 42 + 52*) = 66 — 60z + 4027,

de alli
66
(T'(g9))e = | —60
40

Por otro lado, podemos calculas (T'(g))e usando la férmula de la representacién matricial
de T"

4 -1 10 3 12 +4 450 66
(T(g))e =Tege=| 0 5 =8 -4 1=10-20-40 | =] =60 |. V
0 0 8 ) 0+0+40 40
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7. Ejemplo (matriz asociada a una transformacién lineal que actiia en un
espacio de matrices). Consideremos el mapeo 7: My(R) — Ms(R) definido por la
siguiente regla de correspondencia:

3 =5
TX)=X { i 7 ] .
Como el producto de matrices es aditivo y homogéneo respecto al primer argumento, T’
es una transformacién lineal. Hallemos la matriz asociada a T respecto a la base F =
(Fl, FQ, Fg, F4) de MQ(R), donde

10 00
F1:E1,1:{0 0]7 F2=E2,1=[10}>

01 00
F3_E1,2_|:0 0:|7 F4 E22|:O 1:|

Primero calculamos las imagenes de las matrices bésicas F}, Fy, F3, Fy bajo la transforma-
cién Ty sus coordenadas respecto a la base F:

1 013 =51 [3 =5
T(Fl)__oo o770 0} Fy +0F, — 5F; + 0Fy,
0013 =51 [0 o0
T(Fg)—_lo PEEINE 5}_ |+ 3F, + 0F; — 5F),
0 1][3 =5] [4 7
T(FS)__O 0 _4 7___0 0:| +0F2+7F3‘|‘0F4a
0013 =51 [0 O
T(F4)__O 1] 7___47} 0F, +4F, + 0F; + TF}.
De alli por definicion,
3 040
0 30 4
TF=1 5 070
0 -5 0 7

Para hacer la comprobacion, elijamos una matriz

Y—{? _ﬂ € My(R)

y calculemos (TY")z de dos maneras diferentes. Primero, aplicamos la definicién de T
3 -8 3 =5 9-32 —15—-142 —23 =57
T(Y>_[5 1][4 71_{15—1—4 —25+7]_{ 19 —18]'
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Asi que
—23
19
(T(Y)>]: = —57
—18

Por otro lado, usemos la representacion matricial de T

3 040 3

0 3 0 14 5

0 -5 07 1
9+0—-324+0 —23

B 0+15+0+4 | | 19
| —-154+0—-42+0 | | =57
0-254+0+7 —18

8. Ejemplo (derivada de polinomios). Matriz de la transformacién

D: Pd(F) - Pd_l(F), Df = f/.

9. Ejemplo (operador de multiplicacién por x en el espacio de polinomios).
Matriz del operador de multiplicacién por x,

T: Py(F) = Paa(F),  (Tf)(x) =zf(2).
10. Ejemplo. Matriz de rotacién del plano por un angulo «.

11. Ejemplo (proyeccién del plano sobre una recta). En el espacio V?(O) se consi-
dera una base (OA, OB) y se define P como la proyeccién sobre la recta O A pﬂﬂelamente
a la recta OB. Hay que calcular la matriz asociada a P respecto a la base (OA, @)

B
A
En el dibujo
—
0 M P(OM) = OM.
M

Matriz asociada a una transformacion lineal, pégina 5 de 5



