Propiedades de la multiplicacion de matrices

Objetivos. Demostrar las propiedades del producto de matrices.
Requisitos. Definicién de las operaciones con matrices, demostracién de las propiedades

de las operaciones lineales con matrices, sumas y sus propiedades basicas.

1. Teorema (propiedad asociativa de la multiplicacién de matrices).
Sean A € Mxn(F), B € M p(F), C € My, (F). Entonces
(AB)C = A(BCQC).

Demostracion. Probemos que las matrices A(BC) y (AB)C son del mismo tamano:

[A € Mmm(m}
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[AB € Mipp(F)
[(AB)C c me;(?)} TB

€ Myyp(F)

—
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/
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\

[c € My (F)

-/

Demostremos que las entradas correspondientes de las matrices A(BC) y (AB)C son
iguales. Sean i € {1,...,m}, j € {1,...,q}. Vamos a demostrar que

(AB)C),, = (A(BC)), . (1)

Transformamos el lado izquierdo de la férmula (1)) usando la definicién del producto de
matrices y la propiedad distributiva en [F:

((AB)C)Z Z(AB)ZS s,J :Z <ZAszks> s, ZZ szks $,J°

s=1 s=1 s=1 k=1

Transformamos de manera similar el lado derecho de (T)):

n p
ZA”C BC ZAZkZBks 8,J ZZAi,k(BhSCSJ)'

k=1 s=1
En la ultima expresion aphcamos la propledad asociativa de la multiplicacion en F, luego
intercambiamos las sumas (usando las propiedades de las operaciones en F):

ZZ (AikBr,s)Cs ZZ (AixBrs) SJ:((AB)C)M. O

k=1 s=1 s=1 k=1
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2. Teorema (propiedad distributiva izquierda de la multiplicacién de matrices
respecto la adicién de matrices).
Sea A € M, (F) y sean B, C' € M,,»,(F). Entonces

A(B +C) = AB + AC.

3. Teorema (propiedad distributiva derecha de la multiplicacién de matrices
respecto la adicién de matrices).
Sean A, B € M« (F) y sea C € M,,»,(IF). Entonces

(A+ B)C = AC + BC.

4. Teorema (propiedad homogénea de la multiplicacién de matrices con res-
pecto al primer factor).
Sea A € Myun(F), sea B € M,,,(F) y sea A € F. Demuestre que

(AM)B = \(AB).

5. Teorema (propiedad homogénea de la multiplicacién de matrices con res-
pecto al segundo factor).
Sea A € Myun(F), sea B € M,,»,(F) y sea A € F. Demuestre que

A\B) = M(AB).

6. Ejercicio. Demuestre las propiedades del producto de matrices.

7. Observacién (otro método para demostrar las propiedades del producto
de matrices). Mas adelante, cuando vamos a estudiar las transformaciones lineales,
podremos demostrar las propiedades del producto de matrices usando las propiedades de
la composicion de funciones. Por ejemplo, la propiedad asociativa del producto de matrices
se demuestra usando la propiedad asociativa de la composicién: f o (goh) = (f o g) o h.
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