Ecuaciones matriciales AX = By XA = B.
Calculo de la matriz inversa

Objetivos. Aprender a resolver ecuaciones matriciales de la forma AX = By XA = B.
Aprender a calcular la matriz inversa con la eliminaciéon de Gauss—Jordan.

Requisitos. Eliminacién de Gauss—Jordan, matrices elementales, criterio de invertibilidad
de una matriz cuadrada en términos de matrices elementales.

Solucién de la ecuaciéon AX = B

1. Esquema para resolver la ecuacién AX = B.
(4B [1]x].
Consideremos la ecuacién matricial de forma
AX =B,

donde A € M,,(F)m y B € M,, ,(FF) son las matrices dadas, X es la matriz incégnita de
clase M, ,,(F).

Supongamos que la matriz A es invertible. Como ya sabemos, esto significa que A se
puede transformar en la matriz identidad I, al aplicar algunas operaciones elementales
de filas. Sean Fy, ..., E) matrices elementales tales que Ej, - - - F1 A = I,,,. Multipliquemos
la ecuacién inicial AX = B del lado izquierdo por la matriz E, luego por Fs, etc.:

Ey---E1AX = E--- E\B.

De aqui
X=FE,---EB.

Esta idea se realiza en el siguiente algoritmo: a la matriz A se aplican operaciones ele-
mentales por filas que la transforman en la matriz identidad. Las mismas operaciones
elementales por filas se aplican a la matriz B. Entonces al final la matriz B se convierte
en la solucién X. Para hacer las mismas operaciones elementales por filas con A y B es
comodo trabajar con la matriz aumentada [ A ‘ B }

2. Observacidn. Si A no es invertible (< A no se puede reducir a la matriz identidad
al aplicar transformaciones elementales de filas), es posible demostrar que hay dos casos
posibles: i) AX = B no tiene solucién o ii) AX = B tiene més de una solucién. Nosotros
no vamos a estudiar esta situacion.
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3. Ejemplo. Resolvamos la ecuaciéon matricial y hagamos la comprobacion:

7T =2 4 1 -1
[—8 S}X_{—ll 4]
Demostracion. Solucién La ecuacion es de forma AX = B, donde X es la matriz incognita.
Como A es de tamano 2 x 2 y B es de tamano 2 x 3, X tiene que ser de tamafio 2 x 3.

Escribamos la matriz aumentada [ A ‘ B } Haciendo las operaciones elementales de filas
con esta matriz aumentada, intentaremos reducir la matriz A a la matriz identidad.

7T =2 4 1 —1 | Ri+=r, | —1 1 3 2 3
-8 3|-11 4 -8 3|—-1 1 4
Ry x=(—1) 1 -1 -3 —2 —3 | Ry+=8R; 1 -1 -3 -2 =3
-8 3|-1 1 4 0 =5|—-25 —15 =20
Ryx=—1 1 —1|-3 -2 -3 | Ri+=nR, 1 02 1 1
0 1 5 3 4 0 1[5 3 4|

Ahora la matriz es de forma [ I ‘ X }, y la respuesta es

2 11
X‘{5 3 4}'

Comprobacién:

(e e )

8§ 3 5 3 4 —-16+15 —-8+9 —-8+12 -1 1 4
4. Ejemplos.
-1 1 2 1 11 2 -1 3 -1 4
11 -1 |X={(3 -2 0], 3 11 |X= 3 3
2 1 -1 4 -2 1 2 -1 1 3 =2

5. Ejercicio. Resuelva la ecuacién matricial y haga la comprobacion:

3 -1 2 -1 -1 8
2 3 1|X= 7T =5 1
2 -1 3 -3 39
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Calculo de la matriz inversa

6. Esquema para calcular la matriz inversa. Calcular la matriz inversa significa
resolver la ecuacion AX = I. Aplicamos el mismo algoritmo:

[AlT]H T x].

7. Ejemplo (cédlculo de la matriz inversa). Calculemos la matriz inversa a la matriz

5 —2 2
A= 4 -5 3
-3 3 =2
Solucion.
5 =2 2|1 00 1 3 —1]1 =1 0] Rot=(-0R
4 -5 310 1 0| Bzt 4 -5 310 1 0 R3 +=3R,
| -3 3 2|0 0 1 -3 3 —=2/0 01
[ 1 3 —1] 1 =10 1 3 —-1] 1 =10
0 —17 7|—4 50|28 5 21 2 1 | St
|0 12 —-5| 3 -3 1 0 12 -5| 3 -3 1
(1 3 -1 1 -1ro0] o [1 3 -1] 1 -1 GFit= R
0 =5 2/-1 2 1| 2= g 5 2|-1 2 1| =20
0 2 -1 1 1 3| |0 -2 1|-1 -1 -3
(1 10 0-2-3] [l 10| 0 -2 =3] Rit+=(-DP
0 -1 0| 1 4 7|2= g 1 0|-1 -4 —7 | fet=20,
|0 -2 1|-1 -1 -3 |0 -2 1|-1 -1 -3
1. 0 0] 1 2 4
01 0|—-1 —4 =7
|00 0|3 -9 —17
De alli
1 2 4
Al=1| -1 -4 —7
-3 -9 —17
Comprobacion:
5 —2 2 1 2 4
AA = 4 -5 3 -1 -4 =7
-3 3 -2 -3 -9 —17
[ 5+2-6 10+8-18 20+14—34 100
= 445—-9 8+420—27 16+35—-51 | =101 0 v O
| —3-346 —6-12+18 —12—-21+34 001
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8. Ejemplos. Calcular las matrices inversas:

2 4 -3
A= 11 3], A= {g g]
-1 -2 1
9. Ejemplo. Calculemos la matriz inversa de la matriz
2 -1 4
A=13 1 1
2 3 =2
Solucion.
[2 -1 4|1 0 0 2 -1 4/ 100
3 01 101 0| ®==0 1 2 —3]-11 0|8k
| 4 3 -2]|0 01 4 3 =2 0 0 1
e (1
1 2 =3]-1 10 g2+i(*i)gl 1 2 =3|-1 10 gz*é_i’g
2 -1 4| 100 | By 5 10 3 —2 0| /2
| 4 3 =2 0 0 1 0 =5 10 4 -4 1
—12_3_1101%1%12_3_110
3 —=Ry 3 2
01 =2|—-5 5 —5 00 0j-5 5 —5
La ultima matriz izquierda,
1 2 -3
B=|01 =2
00 O

tiene una fila nula y por eso no es invertible. Como A< B, la matriz inicial A tampoco
es invertible.

Otro razonamiento. Consideramos nuestra ecuaciéon AX = [ como tres sistemas de
ecuaciones lineales con la misma matriz del sistema. En la parte izquierda obtuvimos una
fila nula, y la fila correspondiente de la parte derecha no es nula. Por eso no hay solucién
(no existe X tal que AX =1I). O

10. Ejercicios (matrices inversas). Calcule las matrices inversas y haga las compro-

baciones:
3 -2 5 —1
—4 3|’ 10 =2 |~

Ecuaciones matriciales. Calculo de la matriz inversa, péagina 4 de 6



11. Ejercicios (matrices inversas). Calcule las matrices inversas y haga las compro-
baciones:

—2 11 2 3 -1 —4 -2 3
5 -2 1|, 9 0 -1, 4 3 -2
1 0 4 —2 -7 2 -5 -3 3

12. Definicién (matriz con diagonal estrictamente dominante). Sea A € M,,(C).
Se dice que la diagonal (principal) de A es estrictamente dominante si

| Ai| > Z | As ] Vie{l,...,n},
1<j<n
J#i

esto es, en todo renglén de la matriz A el valor absoluto de la entrada diagonal es estric-
tamente mayor que la suma de los valores absolutos de las demaés entradas.

13. Tarea adicional. Demuestre que toda matriz con diagonal estrictamente dominante
es invertible.
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Solucién de la ecuacion XA = B

14. Esquema para resolver la ecuacion X A = B usando operaciones elemen-

tales de columnas.
i der I
B X |

15. Esquema para resolver la ecuacién X A = B usando matrices transpuestas.

(AT BT ]S 1]X7 ).

16. Ejemplo.

LT _{2 9_2}
11 -3 -1 3

-2 1 2 6 -2 5
X 50 1|=|7 71
2 3 -1 3 95
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