Subespacio generado
por un conjunto finito de vectores
(envoltura lineal de un conjunto finito de vectores)

1. Listas de vectores. Listas de vectores son personajes tipicos de Algebra Lineal. Una
lista de vectores es una secuencia ordenada finita de vectores. Segun esta definicién, i) los
vectores en una lista pueden repetirse, ii) es importante su orden, iii) el nimero de los
elementos es finito.

Una lista de vectores se denota por (ai,...,an), (ag)p, o simplemente ay, ..., ay,.

2. Nota. En muchos libros en lugar de listas de vectores se consideran conjuntos de
vectores. En algunas situaciones esto es mas cémodo, en otras no.

3. Definicién (combinacién lineal). Sean V un EV/F, (a;)7., una lista de vectores
en 'y Ai,..., A\, elementos de F. El vector

Aar + .o+ Apam

0, mas brevemente,
m
E )\kaka
k=1

se llama combinacion lineal de vectores aq, ..., a,, con coeficientes \q, ..., \p,.

4. Ejemplo. Calcular la combinacion lineal a; — 5as + 2a3 para

2 3 1
a; = —1 s a9 — —4 s a3 = 0
1 ) —2

5. Definicién (envoltura lineal de una lista de vectores). La envoltura lineal de
una lista de vectores (ag)j; o el conjunto generado por el sistema de vectores (ar)}’, es
el conjunto de todas las combinaciones lineales de este sistema:

lay, ... an) = {UEV: I, A\, €F v:Z)\ja]}.
j=1

Otras notaciones para la envoltura lineal:

L(ay,... an), span(ay, ..., ap), (ay,...,am), gen(ay, ..., ay).
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6. Definicién (envoltura lineal de un conjunto de vectores). Sea C' C V. Entonces
la envoltura lineal de C'; denotada por ¢(C'), se define como el conjunto de todas las combi-
naciones lineales de listas finitas de vectores diferentes pertenecientes a C. Formalmente,

E(C)::{UEV: dpe{0,1,2,...} Fc1,...,c,€C, c,...,¢,sondif,

p

e N EF v:Z)\kck}.
k=1

La siguiente proposicién no se incluye en los exdmenes (y en muchos libros se usa sin
demostracion).

7. Proposicion. Sean a4, ...,a,, € V. Entonces la envoltura lineal de la lista de vectores
ai,...,a, coincide con la envoltura lineal del conjunto de vectores {ay, ..., am}:

lay,...,am) =L{ar,...,an}).

Demostracion. 1. Sea v € {(ay,...,a,). Esto significa que existen Aj,..., A\, € F tales
que
m
V= E )\jaj.
Jj=1
Puede ser que algunos de los vectores aq, ..., a,, coinciden, por eso tenemos que hacer la
siguiente construccion. Sean c, ..., ¢, todos los elementos diferentes a pares del conjunto

{ay,...,an}:
{c1,.. ..} ={ar, ..., am}.

Agrupamos los vectores iguales y sumamos los coeficientes correspondientes:

aj=cg
Entonces

m p p

v= o= > M=) | >, Aa
7j=1 k=17: aj=cg k=1 J:aj=cg
P
= Z,ukck el{cr,...,cp}) =Ll({ar,...,an}).

k=1
2. Sea v € {({ay,...,a,}). Esto significa que existe un nimero ¢ < m, algunos vectores
C1 = Qjy, ..., cq = a;, diferentes a pares y algunos escalares vy, ...,v, €€ I tales que

q
V= E ViCy.
k=1
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Definimos los escalares Aq, ..., \,, de la siguiente manera:

N = Vg, S1J = ig;
TU0, siged{l,. . my\ {i, ... g}
Entonces

q m
v:ZAikaik—l— Z )\jaj:Z)\jaj 66(@1,...,&7,1). ]
k=1 k=1

Je{l,... mI\{i1,...,iq}

8. Ejemplo. Consideremos el espacio V3(0). Sean A, B puntos en el espacio tales que

0O, A, B no pertenecen a una recta, en otras palabras, OA y O? no son colineales. Sea II
el plano generado por O, A, B. Entonces el conjunto

{O? : C ell}
es la envoltura lineal del sistema O—fl, O@ :

(OC: C e} = ((OA, OB).

9. Proposicién (sobre la envoltura lineal). Sean V' un espacio vectorial y A un
conjunto finito de vectores de V. Entonces:

1. £(A) es un subespacio vectorial de V.
2. Si W es un subespacio vectorial de E'y A C W, entonces ¢(A) C W.

Esto significa que ¢(.A) es el subespacio vectorial minimo que contiene al conjunto .A.

10. Nota. La envoltura lineal de un conjunto finito de vectores A se llama también el
subespacio generado por A.

11. Subespacio generado por un conjunto unipuntual (o por una lista de un
vector). Sea a € V. Entonces ¢(a) = {({a}) es el conjunto de todos los miltiplos de a:

({a})={veV: 3INeF U:/\G}JZ\{)\CLZ )\GIF}J.

~-
definicién de £(a) forma breve

12. Subespacio generado por el conjunto vacio. Es cémodo usar el siguiente conve-
nio:
() = {0}.
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13. Proposicién (propiedad transitiva de las envolturas lineales). Sean aq, . .., a,
algunos vectores en V', sean by,... by € l(ay,...,a,) y sea ¢ € £(by,...,b;). Entonces
cellay,... anp).

14. Corolario. Sean ay,...,a, € V. Entonces (({(ay,...,amn)) = L(a1,...,an).
15. Ejemplo. En el espacio de los polinomios P(R), ¢{1,1+ z} = P;(R).

16. Proposicién (existencia de una solucién de un sistema de ecuaciones linea-
les en términos del subespacio generado). Sean A € M,, ,.(F) y b € . Entonces
el sistema de ecuaciones lineales

Arx =0

es consistente si y s6lo si b € (A, q,..., Awn).
Demostracion. Se sabe que
Ar = 21A + ..+ 1A,
El sistema Ax = b tiene una solucién si y solo si existen x1,...,x, € [F tales que
1A+ . 2, A, =0 O

17. Ejemplo. Determinemos si b € ¢(ay, as, az) o no, donde ay, as, as, b son los siguientes
vectores de R?:

3 1 1
a; = —1 s g = 0 s as = -2 s b= -5
3 4 2 3
Solucion. b € l(ay,az,a3)
—— 3)\1, )\2, A3 € R: A1a1 + Asas + Azaz = b
2 3 1 1
< E')\1,>\2,>\3 eR: A1 —1 +X | O +X3 ] —2 = -9
3 4 2 3
20 4+ 3y + A3 1
e El)\h )\2, )\3 € R: -\ — 2)3 = -5
3\ + 4Xy + 2)3 3
2 3 1 1
<= tiene solucién el sistema -1 0 —-2|-5
3 4 2 3
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Simplifiquemos el sistema haciendo operaciones elementales:

23 1| 1] miZim [0 3 —=3| =97 me=: [0 1 —1|-3
~10 —2|—5 | =110 2| 5| BEAI10 2 5
34 2| 3 0 4 —4]-12 00 0] O
El sistema es consistente. La solucion general es
5— 23
-3+ X3
Az
Elijamos una solucién particular (con A3 = 2):
AM=1, =-1, N=2.
Hagamos la comprobacion:
2 3 1 2—-3+2 1
ap—ay+2a3=|-1|—10]|+2]| — = -1-0—-4 =] -5 v O
3 4 2 3—4+4 3
18. Ejercicio. Sean
1 1 1 3
ar= | 1|, a= | —1 |, az= | —3 |, b= 11
1 2 3 4
Determine si b € ¢(ay, as, as).
19. Ejercicio. Sean ay, as, as, b, by los siguientes vectores del espacio R3:
3 1 —6 -1 1
a; = 2 s a9 = —2 s as = 4 s b1 = —6 s b2 = —4
3 0 -3 -3 -3

Determine si by € £(aq, ag, as). Determine si by € £(ay, as, as).

20. Ejercicio. Halle todos los valores del pardmetro A tales que b € ¢(ay, as, a3), donde

1 1 2 1
ay = —1 , Q9 = 2 , Q3= 1 s b= 5)
1 2 A 1
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