Operaciones con transformaciones lineales

Objetivos. Definir la suma, el producto por escalar y el producto de transformaciones
lineales. Conocer sus propiedades elementales.

Requisitos. Transformaciones lineales, operaciones con funciones, composicién de fun-
ciones.

1. Definicién (suma de transformaciones lineales). Sean T, U € L(V,W). La apli-
cacion T'+ U: V — W se define mediante la féormula

YoeV (T+U)(w) =T(x)+ U(v).

2. Proposicién (la suma de dos transformaciones lineales es lineal). Sean 7' U €
L(V,W). Entonces T+ U € L(V,W).

Demostracion. Probemos que T + U es aditiva. Sean a,b € V. Entonces

(T+U)(a+b) == T(a+b) + Ula+b) = (T(a) + T(b)) + (U(a) + U(b))
B (T(a) + U(a)) + (T(b) + U®B)) 2L (T + U)(a) + (T + U)(b).

En (i) y (iv) usamos la definicién de 7'+ U, en (ii) la aditividad de 7"y U, en (iii) las
propiedades asociativa y conmutativa de la adicion en el espacio vectorial W.

Ahora probemos que T'+ U es homogénea. Sean a € V', v € F. Entonces

(T + U)(va) L T(ra) + U(ya) 2L 4T (a) + U (a)

B (T(a) + U(a)) 2L AT + U)(a).

(ii)

En (i) y (iv) aplicamos la definicién de T+ U, en (ii) la propiedad homogénea de Ty U,
en (iii) una de las dos leyes distributivas en el espacio vectorial . [

3. Definicién (producto de una transformacién lineal por un escalar). Sean
T e L(V,W)y XePF. La aplicacion AXT: V' — W se define mediante la férmula

YoeV (AT)(v) = AT(v).
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4. Definicién (producto de transformaciones lineales). Sean 7' € L(V, W) y S €
L(W, X). La aplicacién ST: V — X se define mediante la férmula

YoeV (ST)(v) == S(T(v)).

En otras palabras, ST = SoT.

5. Ejercicio. Demuestre que las aplicaciones ATy ST de las dos definiciones anteriores
son transformaciones lineales.

6. Ejercicio: L(V,W) es un EV. Sean V, W espacios vectoriales sobre un campo F.
Demuestre que L£(V, W) con operaciones definidas arriba es un EV/F.

7. Propiedades del producto de transformaciones lineales.

(AT + pU)S = XNTS) + u(US).

ST + puU) = A(ST) + pu(SU).

S(TU) = (ST)U.

Si dim V' > 2, entonces existen S, T € L(V) tales que ST # T'S.

Potencias enteras no negativas de un operador lineal

8. Definicién (potencias de un operador lineal). Sea T' € L(V). Las potencias de T'
se definen de manera recursiva:

T =1, Tt =1"T  vne{0,1,2,...}.

9. Propiedades de potencias de un operador lineal.
» Vm,n € {0,1,2,...}  T"T"=T"""

» Vm,n € {0,1,2,...} (T =1
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Polinomio de un operador lineal

10. Definicién (polinomio de una transformacién lineal). Sean V un EV/F, T €

L(V), PePF),
P(z) = Zakxk.

Entonces P(T) se define por la siguiente férmula:

d
P(T) =) aT".
k=0

11. Propiedades de polinomios de un operador lineal.
» (P+Q)T)=P(T)+Q(T).
« (aP)(T) = aP(T).
= (PQ)T) =P(T)Q(T).
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