Descomposicion primaria

En este tema suponemos que V' es un espacio vectorial sobre un campo F.

1. Lema (sobre proyecciones). Sean Py, ..., P, € L(V) tales que
P+...+P. =1, PP, =0 Vi,je{l,...,n}, i#j.

Entonces P, ..., P son proyecciones (P? = P;) y el espacio V es la suma directa de sus
imagenes:

V=im(P) + -+ im(Py).

2. Teorema (descomposicién primaria de un operador lineal). Sea V' un espacio
vectorial de dimensién finita sobre un campo F, y sea T € L(V'). Escribamos el polinomio
minimo de 7" en forma

pr =pit O
donde py, ..., pm € P(F) son algunos polinomios ménicos irreducibles sobre F y distintos
a pares, y 11, ...,T, son algunos enteros positivos. Sea

W; = ker(p; (1)) Vie{l,...,m}.
Entonces:
1) V es la suma directa de Wy, ..., W,:

2) cada W, es invariante bajo T';

3) si denotamos por 7; a la comprension de 1" sobre el subespacio invariante W,
. . s T5
entonces el polinomio minimo de Tj es p;”.

Plan de demostracion. 1. Definamos los polinomios f; por

fi—'urz H p§j~

-2
Pi 1<j<m
J#
Como py, . . ., pp son moénicos, irreducibles y distintos, los polinomios f, . .., f,, son primos

relativos, esto es,
ged(fi, ..y fm) = L.

Por eso existen polinomios ¢y, ..., g, tales que

Zfigi = 1. (1)
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Notemos que si 7 # j, entonces el polinomio f;f; contiene todos los factores pi',..., pi»
y se divide entre pr. Por consecuencia,

[ f(T) = (fif)(T) = 0.
2. Definamos transformaciones lineales E, ..., E,, por
Ej = f;(T)g;(T).
Evaluando ambos lados de en 1" obtenemos que
Ey+---+L,=1.

Ademas
EiE; = fi(T)gi(T) [;(T)g;(T) = fi(T)g:(T) f;(T)g;(T") = 0.
Asi que Fjy, ..., E} son proyecciones.
3. Demostremos que W; = im(E;). Si v € im(E;), entonces v = E;v y
(py’ (T))v = p; (T) (1) g;(T)v = pr(T)g;(T)v = 0,

asi que v € ker(p; (T)) = Wj.
Reciprocamente, si v € ker(p;j (T')), entonces para todo i # j obtenemos que E;v =
fi(T)g:(T)v = 0 pues f; contiene el factor p;j (T"). Por lo tanto,

U:IU:ZEiU:EjU'
=1

4. Para todo j € {1,...,k}, es subespacio W; es invariante bajo T'. Es cémodo demos-
trarlo usando el resultado del paso 3. Si v € im(E}), entonces v = E;v y

Las transformaciones 7'y F; conmutan porque E; es un polinomio de 7.

5. El polinomio minimo de Tj es p;j. Primero mostremos que p;j anula 7. Siv e W; =
im(E;), entonces v = Eju y

Py (Ty)v = p; (T)Ejv = pi (T) fi(T)g;(T)v = pr(T)g;(T)v = 0.

Ahora tenemos que demostrar que cualquier polinomio anulador de 7j se divide entre p;j.
Sea g un anulador de T}, esto es, g(T")v = 0 para todo v € W;. Entonces ¢g(T)E; =0y

g(M)F;(T) = g(T) f;(T) Y Ei = f;(T) g(T)E; + Y g(T) f;(T)E; = 0,
= i 7 i

asi que gf; se divide entre el polinomio pp y en particular entre su factor p? . O
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3. Ejemplo. Sea T el operador lineal en C® asociado a la matriz

70000
07000
A=10 0 7 0 0
00091
00009

Entonces el polinomio minimo de T es
() = (= T)(x —9)°
Pongamos pi(z) =z — 7, po(z) = v — 9 y calculamos Wy y Wh:
Wy =ker(T — 7I) = {(ey, eq, €3), Wy = ker((T — 91)?) = {(eq4, e5).

4. Ejemplo. Sea T el operador lineal en R* asociado a la matriz

0 -1 00
1000
A= 0 050
0 00 5

Aqui el polinomio minimo de T es
pr(z) = (2* +1)(z - 5).
Pongamos p;(z) = 22 + 1, pa(x) = z — 5 y calculamos Wy y Wy:

Wi = ker(T? + 1) = {(ey, e3), Wy = ker(T — 51) = {(e3, e4).
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