Operaciones lineales en R" y sus propiedades

Ejercicios

Objetivos. Aprender a demostrar propiedades de las operaciones lineales en R™.

Requisitos. Propiedades de las operaciones lineales en R? y su demostracién.

Explicar notaciones y justificar igualdades

Es importante comprender bien el significado de cada notacién y justificar correctamente
las férmulas.

Ejemplo. Sean «, 5,7 € R. Indicar las correspondencias exactas entre las notaciones y
sus significados:

af + ay

a(f+7)

la suma de los productos
af 'y ay

(

L

(el producto del ntimero «
L por la suma 5+ ~

Ejemplo. Sean «, 3,7 € R. Explicar por qué o + ) = af + a:
O Por la propiedad conmutativa de la adicién en R.
O Por la propiedad asociativa de la adicion en R.
O Por la definicién de la multiplicacion en R.

@ Por la propiedad distributiva en R.
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Dos estilos de trabajar con n-tuplas

Primer estilo: escribir tuplas. La n-tupla con componentes a4, ...,a, se denota bre-
n
vemente por [ak}k:l.

1. Sea a = [ak} Z:l € R™ y sea A € R. Establezca las correspondencias exactas entre las
notaciones y sus significados:

[)\a] ::1 [el producto de A\ por [ak} Z:J
A [ak} Z:1 Ela n-tupla con componentes )\ak}
2. Sea a = [ak} Z:l € R" y sea A € R. Explique por qué )\[ak]zzl = [Aak]zzlz

O Por la propiedad conmutativa de la multiplicacién en R"™.
O Por la definiciéon del producto de un vector del espacio R™ por un escalar.
O Por la propiedad conmutativa de la multiplicacién en R.

O Por la definicion de n-tupla.

Segundo estilo: escribir una componente general. Dada una n-tupla a € R", su
k-ésima componente se denota por ay.

3.Sean a € R", A ¢ Ry k € {1,...,n}. Establezca las correspondencias exactas entre
las notaciones y sus significados:

(M) Ela k-ésima componente del producto de A por a]

Ay, [)\ multiplicado por la k-ésima componente de a}

4. Sean a € R, sea A € Ry sea k € {1,...,n}. Explique por qué (Aa)y = Aay:
O Por la definiciéon del producto de un vector del espacio R™ por un escalar.
O Por la propiedad conmutativa de la multiplicacién en R.
O Por la propiedad conmutativa de la multiplicacién en R™.

O Por propiedades de subindices.
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5. Sean a,b € R™. Escriba a qué conjuntos pertenecen los siguientes objetos:

ap € b, €

a; + b, € [ak + bk]Z:1 <

6. Sea a = [ak]::1 y sea b = [bk]zzl' Establezca las correspondencias exactas entre las
notaciones y sus significados:

L [ak} Z:I + [bk} 21} [la n-tupla con componentes ay + bk}

[ak + bk} Z:l [la suma de las n-tuplas [akmﬂ y [bk} ZJ

7. Sea a = [ak} Z:I y sea b = [bk} Z:l‘ Explique por qué W]L + [bk}zzl = [ak + bk}zzlz
O Por la propiedad distributiva en R.
O Por la definicion de la adicién en R™.
O Por la propiedad conmutativa de la adicion en R.

O Por la definicion de n-tuplas.

8. Sean a,b € R" y sea k € {1,...,n}. Establezca las correspondencias exactas entre las
notaciones y sus significados:

ay + by, Ela k-ésima componente de la suma a y b}

(a+0b)g Ela suma de las k-ésimas componentes de a y b}

9. Sean a,b € R" y sea k € {1,...,n}. Explique por qué (a + b)x = ap + by:
O Por la propiedad distributiva en R.
O Por las propiedades generales de los subindices.
O Por la propiedad conmutativa de la adicién en R.

O Por la definicién de la adicién en R™.
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Definicién de las operaciones lineales en R"

10. Definicion de la suma de dos elementos de R™.
Sean a = [ak]zzl, b= [bk}zzl € R". Entonces la suma de a y b se define de la siguiente
manera:

a+bi= [ }k:
En otras palabras,
a+be
R?/—/
y
VEk € { } (a+b) = )
—— —_————

11. Definicién del producto de un nimero real por un elemento de R".
Sean A e Ry a= [ak}n € R". Entonces el producto de X\ por a se define de la siguiente

k=1
manera:
A= | ]k::
En otras palabras,
Aa €
\\?/—/
y
Vk e { } (Aa)p =
——r —
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Demostracién de la propiedad asociativa de la adicién en R"
12. Sean a, b, c € R". Demuestre que

(a+b)+c=a+ (b+c). (1)
Primera demostracion. Usamos la siguiente notacién para las componentes de las tuplas

a,b,c:
a= [a’f}k:v b= ]k:l’ c=| ]k: '

Vamos a transformar la expresion (a + b) + ¢ que esté escrita en el lado izquierdo de la
férmula (1)) en la expresién a + (b + ¢) escrita en el lado derecho de la misma férmula.

ety e L ([l + ) + [y

(ii) [ ] n

(iif)

Justificacion:
(i) Notacién para las componentes de las tuplas a, b, c.
(ii) Definicién de la adicién en R™.

(iii) Definicién de la suma de dos elementos de R™.

(iv)

(v) Definicién de la suma de dos elementos de R™.

(vi)

)

(vii
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13. Sean a, b, c € R". Demuestre que
(a+b)+c=a+ (b+c). (2)

Sequnda demostracion. Primero verifiquemos que las tuplas (a +b) + ¢y a+ (b + ¢) son
de la misma longitud. Por la definicién de la adiciéon en R™ obtenemos lo siguiente:

a e R"”
a+be

\ﬂ/@[/

Ahora elijamos un indice arbitrario k € {1,...,n} y demostremos que la k-ésima compo-
nente de (a + b) + ¢ es igual a la k-ésima componente de a + (b + ¢).

I

E(a+b)+c€

(i)

((a+b)+c), == (a+b)p +

(ii)

(ak + bk) + ck

Justificacion:
(i) Definicién de la suma de dos elementos de R”.
(i)
(iii) La ley asociativa para la adicién en R.
(iv) Definicién de la adicién en R™.
)

(v

Operaciones lineales en R™ y sus propiedades, ejercicios, pagina 6 de 8



Demostracién de la propiedad distributiva
de la multiplicacion por escalares en R"
con respecto a la adicion en R"

14. Sean a,b € R" y sea A € R. Demuestre que
AMa+b) = Aa+ Ab. (3)
Primera demostracion. Usamos la siguiente notacién para las componentes de las tuplas

ayb:
a= [ak’]kzl’ b=| ]k:l'

Vamos a transformar la expresion A(a + b) escrita en el lado izquierdo de la férmula
en la expresion Aa + Ab escrita en el lado derecho de la misma formula.

Aa +b) =2 A([ak} por + [a] )

(iv) }
L k=

Justificacién:

(i) Notacién para las componentes de las tuplas a y b.
(i)
(iii) Definicién del producto por escalares en R™.
(iv) Propiedad distributiva en R.
(v)

1)

)

(vi

(vil
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15. Sean a,b € R" y sea A € R. Demuestre que
AMa+b) = Xa+ Ab. (4)

Sequnda demostracion. Primero verifiquemos que las tuplas A(a + b) y Aa + Ab son de la
misma longitud. Por la definicién de las operaciones lineales en R™ obtenemos lo siguiente:

Ahora elijamos un indice arbitrario k € {1,...,n} y demostremos que la k-ésima compo-
nente de A(a + b) es igual a la k-ésima componente de Aa + Ab.

—

D)

(Ma+b)), Aa + b)y,

(i)

)\(ak + bk>

(iii)

Justificacion:

(i) Definicién del producto por escalar en R™.

(i)

(iii)

(iv)
)

(v) Definicién de la suma de dos elementos de R™. ]
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