Construccion de bases en el nicleo e imagen
de una transformacién lineal

Objetivos. Estudiar el algoritmo para construir una base del nicleo y una base de la
imagen de una transformacion lineal.

Requisitos. Definicion del nticleo y de la imagen y sus propiedades basicas, eliminacion
de Gauss, construcciéon de una sublista bésica de una lista de vectores, solucién de un
sistema de ecuaciones lineales homogéneas.

1. Ejercicio. Sea T' € L(V,W) una transformacién lineal inyectiva y sean vy,..., vy
algunos vectores linealmente independientes del espacio V. Demuestre que los vectores
T(v1),...,T(vg) son linealmente independientes.

2. Proposicién (la imagen de una transformacién lineal esta generada por las
imégenes de los vectores que generan al dominio). Sea 7' € L(V, W), donde V es
de dimensién finita. Sean aq, ..., a, algunos vectores de V tales que

lay,...,a,) =V.

Entonces
im(T) =0T (ar),...,T(a)).

Demostracion. Demostremos que ¢(T(ay),...,T(a,)) C im(T). De la deficién de im(7T')
sigue que
T(ay),...,T(a,) € im(T).

Como im(7") es un subespacio de W, toda combinacién lineal de T'(a,), . .., T'(a,) también
pertenece a im(7'), es decir, (T (a1),...,T(a,)) C im(T).

Demostremos que im(7") C (T(ay),...,T(ay)). Sea w € im(T"). Entonces w = T'(v)
para algin v € V. Como ay,...,a, generan a V' existen escalares \{,...,\, € F tales

que
n
V= E )\kak.
k=1

Aplicando T" a ambos lados de esta igualdad obtenemos que

w=Tw)=> MT(ar) € {(T(a),...,T(a)). O
k=1
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3. Corolario (construccién de una base de la imagen). Sea T' € L(V, W), donde
V es de dimensién finita. Sean ay,...,a, € V tales que £(ay,...,a,) =V (en particular,
ai,...,a, puede ser una base de V'). Entonces:

1. Cualquier sublista bésica de (T'(ay),...,T(a,)) es una base de im(7).
2. dim(im(7")) = r(T'(a1), ..., T(ay)).
3. dim(im(7)) < dim(V).

4. Definicién (el rango de una transformacién lineal). Sean V' y W espacios vec-
toriales sobre un campo y sea 1" € L(V,W). Entonces el rango de T se define como la
dimensién de la imagen de T

r(7) = dim(im(7)).

5. Contruccion de una base de la imagen de una transformacién lineal usando
la matriz asociada. Sea T' € L(V, W), sea A una base de V' y sea B una base de W.
Supongamos que en la matriz T 4 las columnas con indices ji, . .., j, forman una sublista
bésica. Entonces los vectores T'(a;, ), ..., T (a;,) forman una base en im(7"). En particular,

r(T) =1(Ts.4)-

6. Construcciéon de una base del nicleo de una transformacién lineal usando
su matriz asociada. Sean V, W espacios vectoriales de dimensiones finitas y sea T €
L(V,W). Sean A una base de V' y B una base de W. Denotemos a la matriz T 4 por C.
Consideremos el sistema de ecuaciones lineales homogéneas

Cr=0.
y denotemos por (uq,...,us) a una base de su conjunto solucién. Entonces los vectores
de V' que tienen vectores de coordenadas uy, ..., us forman una base de ker(T).
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7. Ejemplo (construccién de bases del niicleo y de la imagen). Dada la matriz de
transformacion lineal T: V' — W en bases B = (b, b, b3) v A = (a1, as, ag, ay), construir
bases de su nicleo e imagen. Hacer las comprobaciones.

2 -3 1 2
Tga=| -1 10 0 —5
3 42 -1

Solucion. Primero transformemos la matriz dada 73 4 en una matriz pseudoescalonada
reducida usando operaciones elementales por filas:

Rs —=R>

9 -3 1 2 9 31 27 rRifzeip [0 17 1 -8
1 10 0 —5 | B==2B 1 100 -5 | 2=l 1 100 5
3 42 —1 ~1 10 0 -5 0 00 0

Los elementos pivotes estan en las columnas 1 y 3. Por lo tanto, las columnas 1 y 3 forman
un subsistema basico de la matriz T 4. Por consequencia, los vectores

T(al) = 2b1 - bg + 3[)37 T(ag) = b1 + 2b3

forman una sublista bésica del sistema (7'(a1), T (az), T (a3), T(as)) y una base del espacio
im(7T") generado por T'(ay),T(as), T(asz),T(ay).

Para construir una base del ntuicleo, consideremos el sistema de ecuaciones lineales
homogéneas Tp 4 = 0. Usando la forma pseudoescalonada reducida de la matriz T 4
escribimos la solucién general:

101‘2 - 51’4 10 -5
i) 1 0
AT+ 8z, | 2| 17 | T g
Ty 0 1
Los vectores
10 -5
(A 1 U = 0
17 |’ 8
0 1

forman una base del conjunto solucién de Tz 42 = 0, y los vector correspondientes del
espacio V,
v = 10@1 + a9 — 17CL3, Vg = —5(11 + 8@3 + ay,

forman una base del nucleo de T'.
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Comprobamos que vy, vy € ker(7T):

9 —3 1 27 1(1) 20—3-17+0 0
Toau=| ~1 10 0 =5 || o |=|-10+10+0+0|=|0]; ¢
3 42 1] : 3044 — 3440 0
9 -3 1 27 _g 104+ 0+8+42 0
Toaus— | =1 10 0 —5 Sl=1] s+0+0-5 |[=]o|. v
| 3 a2 1| 0 154+0+16—1 0

Comprobamos que T'(ay), T (ay) € ¢(T(a1),T(as)). Observando la matriz pseudoescalona-
da reducida vemos que se deben cumplir las igualdades

T(CLQ) = —10T(a1) + 17T(a3), T(CL4) = 5T(CL1) - 8T(CL3)

Recordamos que las coordenadas de T'(ay), ..., T (a4) respecto la base B estan escritas en
las columnas de Tz 4 y hacemos la comprobacién:

—10T (a1) + 17T (az) = —10(2by — by + 3b3) + 17(by + 2b3)
= (=20 + 17)by + (10 + 0)ba + (—30 + 34)bs
= —361 + 10b2 + 4b3 = T(ag); v

5T(a1) - 8T((l3) = 5(2b1 — bQ -+ 3b3) - 8(()1 + 2b3)
= (10 — 8)by + (—5)ba + (15 — 16)b5
= 2b1 — 562 — b3 = T(a4), v

Al final, probamos que se cumple la relacién entre el rango y la nulidad:

dim(im(7")) + dim(ker(7)) =2+ 2 =4 =dim(V). Vv O
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8. Se considera la transformacién lineal T: Msy(R) — My (R) definida mediante la si-
guiente regla:

-4 6
-8 7|

T(X)=AX — XA, donde A= [
Construir una base en ker(7") y una base en im(7"). Hacer las comprobaciones.

Solucion. En el espacio My(R) usamos la base candnica € = (Fy, Es, E3, Ey):

10 0 1 0 0 0 0
meloo] melo] me[va] mefov]

Calculamos la matriz asociada al operador T respecto la base £ (omitimos los célculos):

0 8 6 0
-6 —11 0 6
=1 58 0 118
0 -8 —6 0
Aplicando operaciones elementales transformamos T¢ en una matriz pseudoescalonada
reducida:
[0 4/3 10 e in 0 4/3 1 0
oo Re=b | =6 <11 06 hir—em' | =6 —11 0 6
£ s 0 11 8 —8 —44/3 0 8
| 0 -8 60 0 000
[0 4/3 1 0 0 4/3 10
Ryx=1 —1 —=11/6 0 1 | Ry+=-8R, -1 —11/6 0 1
-8 —44/3 0 8 0 000
|0 0 00 0 000
Q

La solucion general del sistema de ecuaciones lineales Tex = 04 es

X1

1 0
) To . 0 +x2 6
—i, o] e | -8
1 1 11
T+ F'TQ
ul u2

Las columnas u; y us son elementos de R*; hay que convertirlas en matrices 2 x 2 para
obtener una base de ker(T):

10

U1:1E1+OE2+OE3+1E4: |: —8 11
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Comprobemos que Uy, U € ker(T'). Para la matriz U; = I, la comprobacién es trivial:
T(Uh) = T(I,) = Aly = LA=A— A= 0,

Hagamos la comprobacion para Us:

r-asa- [ 4] 3 ][ 2 8[54

_ | 0—-48 —24+66 | | 0—-48 0+42
| 0—-56 —48+ 77 32 —88 —484 77

[0 ) [ o

~56 29 —56 29] =022 ¥

Para construir una base de la imagen notemos que en la matriz pseudoescalonada @) las
columnas 3 y 4 forman una sublista béasica, y las columnas 1 y 2 son sus combinaciones
lineales:

0 1 0 4/3 1 0
-1 0 0 1 1| —11/6 B % 0 B E 1
0 | 0 0|’ 0 310 6 |0
0 0 0 0 0 0
Por lo tanto las matrices
6 O 0 6

forman una base de im(7'), y las matrices T'(E;) y T(E,) son sus combinaciones lineales:

T(B) = 0T(Ey) ~T(By),  T(E:) = ST(Ey) ~ G T(Ey).

Hagamos la comprobacién de las ultimas igualdades:

OT(E3>—T(E4>:0[ 0 0}—{0 6}:[_0 _6]:T(E1); v

11 —6 8 0 8§ 0
S =[ 3 3]+ [t 3] =[5 ] -re -

Al final probamos que r(7") + nul(7") = dim(dominio):

242=4. vV U
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