La delta de Kronecker y la matriz identidad

Objetivos. Definir la delta de Kronecker y la matriz identidad, estudiar sus propiedades
bésicas.

Requisitos. Multiplicacién de matrices.

La delta de Kronecker

Definicién (la delta de Kronecker). La funcién §: Z x Z — {0, 1} definida mediante

la regla
5= S
0, sii# ],
se llama el simbolo de Kronecker o la delta de Kronecker.

1. Ejemplos.
025 = 052 =0, 044 =1, 0_3_3=1, 071 = 017 = 0.

2. Ejemplos. Calcular las siguientes sumas:
10

10 5 10 10
22k5k,4, %, Zk25k,12, Z5i,k5k,j (1<4,5 <10).
=1 =1

k=1 k=1

3. Propiedad principal de la delta de Kronecker. Sea S un subconjunto finito de
Z 'y sea {ay }res una familia de nimeros. Si i € S, entonces

Sii ¢ S, entonces

Demostracion. Si i ¢ S, entonces para todo k € S tenemos que k # i y por lo tanto
Ori = 0, asi que todos los sumandos de la suma son cero.
Si i € .5, entonces partimos la suma en dos partes:

Zak5k7i = Z ardk,; + Z arOg,;-

kesS ke{i} keS\{:}
La suma sobre k € {i} consiste en un solo sumando el cual es igual a
aiéi’i = a;.

En la suma sobre k € S\ {i} tenemos que d; # 0 y por lo tanto tos sumandos son
cero. [
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La matriz identidad

Definicién (la matriz identidad). La matriz identidad de tamano n denotada por I,
o simplemente por [ es la matriz cuadrada de tamano n con entradas

L i=7;

Es decir, todos los elementos diagonales de la matriz identidad son iguales a 1, y todos
los elementos fuera de la diagonal principal son iguales a 0.

4. Ejemplos.

ey

I
| —
O =
o O
| — |
o

I
O O
o = O
— O O

5. Producto de una matriz por la matriz identidad, ejemplos. Calculemos los
siguientes productos:

1 00 11 Q12

’ ' b b 10
01 0 ag1 G232 , |: bl’l b1’2 :| |: 0 1 :| .
0 0 1 asy1 Q32 2.1 2,2

6. Proposicién (la matriz identidad es un elemento neutro con respecto a la
multiplicacién). Sea A € M, (F). Entonces

Al = A,  I,A=A.

Demostracion. Demostremos soélo la formula Al, = A. Los tamanos de la matriz Al, es
m X n, los mismos que los de la matriz A. Calculemos la (7, j)-ésima entrada del producto
Al,:

(AL);; = ZAi,kz(In)k,j = ZAi,k5k,j = Z Aig Opj + Z Aig Opy = Ay O
k=1 k=1 k’e{]} || kE{l,...,TL}\{j} ||
1 0

7. Ejercicio. Demostrar la igualdad I,,A = A, donde A € M,,,(F) es una matriz
arbitraria.

8. Ejercicio. Sea A € M,,(FF) una matriz escalar, esto es, A = A, para alguin \ € F.
Demuestre que A conmuta con todas las matrices de M., ().
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Ejercicios adicionales

9. Tarea adicional. En este ejercicio consideremos matrices n X n y denotemos por £, ,
a la matriz cuya (p, q)-ésima entrada es 1 y todas las demés son 0:

Ep,q = [5p,i5q,j]

n

iyj=1

Por ejemplo, si n = 3, entonces

B3 =

o OO
o OO
o O =

Calcule los productos AE, , v E, A, donde A € M, (FF). Primero puede considerar ejem-
plos, luego formular los resultados en el caso general.

10. Sea n € {1,2,...} un numero fijo y sean E, , las mismas matrices que en el ejercicio
anterior. Calcule el producto E,  E, s, donde p,q,r,s € {1,...,n}.

11. Tarea adicional (teorema de Schur). Supongamos que A € M,,(F) conmuta con
todas las matrices de M,,(IF). Demuestre que A es una matriz escalar, esto es, A = \I,
para algtin escalar \.
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