Calculo de la funcion exponencial
de un bloque de Jordan

Objetivos. Aprender a calcular la funcién exponencial de un bloque de Jordan.

Requisitos. Definicién de la funcién exponencial de una matriz, potencias de un bloque

de Jordan.
1. Definicién (exponencial de una matriz). Sea A € M,,(C). Entonces

exp(A) = —.
— k!
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Vamos a calcular exp(t.Ja())).

2. Potencias de un bloque de Jordan (repaso). Recordamos que

sor=[5 7]

3. Funcidén exponencial de tJ3(\). Sean t, A € C. Entonces

o () — { exp(gt)\) tei)(pp((tt)\)\)) } |

Demostracion. Calculamos la suma parcial de la serie que define exp:

m m

| s ! b N~ L[N o
> ehy =3 gy =g [ 4 |
p:

p=0 p=0
Las entradas diagonales de esta matriz son iguales a
NN
2
P

y el limite cuando m — oo es exp(tA).
Calculemos la entrada (1,2):
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El limite cuando m — oo es t exp(tA). O
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4. Otra demostracién. Denotemos por f,, la m-ésima suma parcial de la serie que define
exp:

Luego definimos el polinomio g, como
gm(2) = fn(t2).
Entonces g/, (z) = tf! (tz) y

Fn(t2) = g () = | ) | | )t ()

Pasando al limite cuando m — oo y tomando en cuenta que
fm(2) = exp(z),  fr.(z) = exp(2),

obtenemos la férmula requerida.

5. Ejemplo.
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6. Exponencial de tJ3(\). De manera similar a lo anterior se puede demostrar que

et)\ t et)\ t2 et>\
exp (tJs(\))=| 0 e tet
0 0 et

7. Exponencial de una matriz de Jordan. Si
G = dlag(Jkl (dl), Jk2 (dg), Cey ka<dm)>,

entonces

exp(G) = ding (exp(Ji, (d1)), exp(Jiy (da) ., exp(Jry, (dn)-

8. Exponencial de una matriz compleja arbitraria. Para cualquier A € M, (C)
existe una matriz invertible P € M, (C) tal que G := P7'AP es una matriz de Jordan.
Si se saben Gy P, entonces exp(tA) se puede calcular como

exp(tA) = Pexp(tG)P~* .
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