Guia. Algebra III. Examen parcial 1.
Determinantes. Formas cuadraticas.

Teoremas con demostraciones que se pueden incluir en el examen:
1. Teorema del determinante de la matriz transpuesta.
2. Propiedad polilineal de la funcién determinante.
3. Propiedad alternante de la funcién determinante.
4. Expresion de una funcién polilineal alternante a través de la funcién determinante.

5. Lema sobre el determinante de una matriz A de orden n tal que A,; = 0 para todo
je{l,...,.n—1}L

6. Expansion del determinante por cofactores a lo largo de un renglén.
7. La propiedad principal de la matriz adjunta clasica.
8. Criterio de la invertibilidad de una matriz en términos del determinante.
9. Regla de Cramer.
10. Representacion matricial de una forma bilineal.
11. Unicidad de la representacion matricial de una forma bilineal.

12. Formula de cambio de la matriz asociada a una forma bilineal al cambiar la base del
espacio.

13. Unicidad de la representacion matricial de una forma cuadratica.

14. Teorema de los indices de inercia.



Enunciados y definiciones que se pueden incluir en el examen (hay que escribirlos en forma
completa, con todos detalles):

1.

2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

Definicién del determinante a través de permutaciones.
Definicién de funcion polilineal.

Definicion de funcién alternante.

Definicién de funcién antisimétrica.

Teorema sobre el determinante de la matriz transpuesta.

Teorema: determinante es una funcién polilineal alternante de los renglones (escribir el
enunciado de manera extensa).

Teorema: expresiéon de las funciones n-lineales alternantes a través de determinantes.
Teorema sobre el determinante del producto de dos matrices.

Determinante y operaciones elementales.

Formula de la expansion del determinante por cofactores a lo largo de un renglén.
Férmula de la expansion del determinante por cofactores a lo largo de una columna.
Definicién de la matriz adjunta clasica.

Propiedad principal de la matriz adjunta clésica (sus productos por la matriz original).
Regla de Cramer.

Determinante de Vandermonde: definicién y férmula.

Criterio de la invertibilidad de una matriz en términos del determinante.

Relacion entre el rango de una matriz y los tamanos de sus menores no nulos.
Definicién de forma bilineal.

Definicién de la matriz asociada a una forma bilineal con respecto a una base.
Formula de la representacion matricial de una forma bilineal.

Unicidad de la representacion matricial de una forma bilineal.

Cambio de la matriz asociada a una forma bilineal al cambiar la base del espacio.
Definicién de forma cuadratica.

Identidad de paralelogramo para formas cuadraticas.



25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.

Identidades de polarizacion.

Definicién de la matriz asociada a una forma cuadratica con respecto a una base.
Férmula de la representacion matricial de una forma cuadratica.

Unicidad de la representacién matricial de una forma cuadratica.

Cambio de la matriz asociada a una forma cuadrética al cambiar la base.
Definicién de los indices de inercia a través de dimensiones de ciertos subespacios.
Teorema de los indices de inercia de una forma cuadratica.

Definiciones de forma cuadrética estrictamente positiva, no negativa, estrictamente nega-
tiva, no positiva, indefinida (q >0,q>0,q<0,q <0, q 2 0).

Descripcién del signo de valores de una forma cuadratica (q >0, q >0, q <0, q <0,
q 2 0) en términos de sus indices de inercia.

Criterio de Sylvester de una forma cuadratica estrictamente positiva.



Algebra II1. Examen parcial I. Variante «.

Determinantes. Formas cuadrdticas.

Nombre:
Calificacion examen tarea tarea asist.+ arcial 1
(%): escrito individual 1 individual 2 particip. P
0).

El examen dura 120 minutos.

Problema 1. 9%.
Escriba los siguientes enunciados y definiciones:

A. Definicién del determinante a través de permutaciones.
B. Férmula de la expansion del determinante por cofactores a lo largo de la k-ésima columna.
C. Regla de Cramer.

Problema 2. 9%.

Calcule la matriz adjunta clasica adj(A) de la matriz A, calcule det(A) y compruebe que se
cumple la igualdad adj(A)A = det(A)I;. Escriba la matriz A~.

31 4
A=|-11 5
25 3

Problema 3. 10%.

La forma cuadratica q: R® — Restd dada por su matriz asociada A = ¢ con respecto a la
base canénica £ de R®.Encuentre una matriz invertible P y una matriz diagonal D tales que
D = P'AP. Haga la comprobacién de la tltima igualdad. Escriba el rango y los indices de inercia
de . Determine qué valores (positivos, negativos, nulos) puede tomar q(x) cuando x # 0; esto
es, determine cudl de los siguientes casos se cumple: ¢ >0,q<0,q=20,9q=0,q=0.

-2 -6 -4
A=| -6 -21 -9
—4 -9 12



Problema 4. 15%.
Enuncie el teorema de los indices de inercia de una formas cuadratica. Demuestre la siguiente
parte del teorema. Supéngase que

qs = diag(1,...,1,~1,...,—1,0,...,0),
P m n—p—m

y que S es un subespacio tal que q|s > 0. Entonces dim(S) < p.

Problema 5. 15%.
Lema sobre el determinante de una matriz A de orden n tal que A,; = 0 para todo j €

{1,...,n—1}

Problema 6. 7%.
Calcule el determinante D,,. Indicacién: calcule D4y de tal manera que el mismo método se
pueda generalizar al caso de orden arbitrario.

Dn = det (|l_]|)n

Li=1"*

Problema 7. 7%.
Sean f,g,h: V x V — R formas bilineales, g simétrica, h antisimétrica, f = g + h. Exprese ¢
y h a través de f.

Problema 8. 16%.
Construya una forma cuadritica q: R* — R tal que su “nicleo”

N, = {x € R*: q(x) = 0}

no sea suibespacio vectorial de R?. Dibuje Ny en el plano euclidiano. Sugerencia: es suficiente
probar las formas cuadraticas

q(x) =xi +x3, q(x) = x¥ —x3, q(x) = x5



Algebra III. Examen parcial I. Variante f3.

Determinantes. Formas cuadrdticas.

Nombre:
Calificacion examen tarea tarea asist.+ arcial 1
(%): escrito individual 1 individual 2 particip. P
0).

El examen dura 120 minutos.

Problema 1. 9%.
Escriba los siguientes enunciados y definiciones:

A. Identidad de polarizacién para una forma bilineal simétrica en un espacio vectorial real.
B. Escriba cuando q < 0, ¢ > 0, g 2 0 en términos de los indices de inercia de q.
C. Definiciéon de los indices de inercia a través de las dimensiones de ciertos subespacios.

Problema 2. 9%.
Resuelva el sistema de ecuaciones lineales con la regla de Cramer. Haga la comprobacion.

3 5 2 3
2 5 =2 |x=| -4
2 -4 3 7

Problema 3. 10%.

La forma cuadratica q: R® — R estd dada por su matriz A = ¢ asociada respecto la base
canonica £. Calcule todos los menores principales de la matriz A. Usando los criterios de
Sylvester determine el signo de los valores de q en los vectores no nulos, esto es, determine cudl
de los siguientes casos se cumple: ¢ > 0,q <0,q =0, q =0, q = 0. Para la comprobacién
diagonalice q (sin calcular la matriz de cambio) y calcule sus indices de inercia.

0 0 0
A=qe=|0 =3 3
0 3 -5

Problema 4. 15%.
Enuncie y demuestre el teorema de la unicidad de la representacion matricial de una forma
cuadratica.



Problema 5. 15%.
Propiedad alternante de la funciéon determinante. Enuncie y demuestre el criterio de la inverti-
bilidad de una matriz en términos de su determinante.

Problema 6. 7%.
Calcule el determinante dado D4 de tal manera que el mismo método se pueda aplicar para
calcular D;, con n arbitrario. Escriba la formula general para D,,.

b
D, =

o e oo

b
b
b
a

oo o @

a
b
b

Problema 7. 7%.

La relacion de congruencia se define en el espacio de las matrices reales simétricas de orden n
mediante la siguiente regla: A =B &=  existe una matriz invertible P de orden n tal que
B = P'AP. Demuestre que la relacién de congruencia es una relacién de equivalencia.

Problema 8. 16%.

Enuncie la férmula para el determinante de la matriz de Vandermonde y escriba la siguien-
te parte de la demostracion: la reduccién del determinante de Vandermonde de orden n al
determinante de Vandermonde de orden n — 1.



