Operaciones elementales

Objetivos. Conocer y justificar operaciones elementales con ecuaciones de un sistema de
ecuaciones lineales, conocer su forma matricial (operaciones elementales con renglones de
una matriz), mostrar que el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales no se
cambia al aplicar operaciones elementales.

Requisitos. Sistema de ecuaciones lineales, conjunto solucién, sistemas de ecuaciones
equivalentes, forma matricial de un sistema de ecuaciones lineales, renglones de una ma-
triz.

Aplicaciones. Eliminacion de Gauss, eliminacion de Gauss-Jordan, solucion de sistemas
de ecuaciones lineales.

1. Sistema de ecuaciones lineales y su forma matricial. Consideramos un sistema
de ecuaciones lineales:

aarr + ...+ aeT, = by

................. (1)

Am1T1 + ...+ ApnTn, = by

Vamos a conocer operaciones elementales que permiten simplificar este sistema de ecau-
ciones y no cambian el conjunto de las soluciones.
El sistema ({1)) se puede escribir brevemente en forma

Axr = b,
donde
ayi1 ... Q1np I b1
A= , T = , b=
Ui - Gmp Tn b,
La matriz
ary1 ... Qinp b1
[Alb] =
A1 - Gmp | bm

se llama matriz aumentada del sistema de ecuaciones lineales .
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2. Definicién (operaciones elementales con un sistema de ecuaciones lineales).
Las siguientes operaciones con un sistema de ecuaciones lineales se llaman operaciones
elementales:

= Multiplicar una ecuaciéon por un escalar no nulo.
= Intercambiar de posicion dos ecuaciones.

= Sumar a una ecuacién un multiplo de otra.

3. Operaciones elementales con renglones de una matriz. A las operaciones ele-
mentales con un sistema de ecuaciones lineales les corresponden las siguientes operaciones
elementales con renglones de la matriz aumentada del sistema:

= Multiplicar un renglén por un escalar no nulo.
Notacién: R,* =\, donde p € {1...,m}, A € F\ {0}.

= Intercambiar de posicién dos renglones.
Notacién: R, <> R,, donde p,q € {1,...,m}, p #q.

= Sumar a un renglén un multiplo de otro.
Notacién: R, + = AR, donde p,q € {1,...,m}, p#q, A € F.
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Invertibilidad de las operaciones elementales

4. Proposicién (operaciones elementales son invertibles). Cada una de las opera-
ciones elementales con renglones es invertible. Si la matriz B se obtiene de la matriz A
al aplicar una operacion elemental por renglones, entonces la matriz inicial A también se
puede obtener de la matriz B al aplicar cierta operacion elemental por renglones:

*= Ry x= 1
1. Si A f=A B, donde \ # 0, entonces B ——25 A.

9. Si A Trfa, B, donde p # g, entonces B LALING/Y

=)\ ==X
3. Si A Jut=A B, donde p # ¢, entonces B Had= "My,

Demostracion. Aunque la proposicién es obvia, escribamos la demostracion formal del
inciso 3. Los renglones de la matriz B se expresan a través de los renglones de A mediante
las siguientes féormulas:

By« = Ags + ANAp i
BL* = Ai,*7 Z 7é q.

De aqui sigue que en particular que B, . = A, .. Por eso

Ags = Byu — M, = B, — \B,.;
Ai,* = Bi,*a i 7é q.

t= ARy
— A

Esto significa que B fia O]

5. Ejercicio. Escriba la demostracion de los incisos 1 y 2, esto es, exprese los renglones
de B a través de los renglones de A y muestre como expresar los renglones de A a través
de los renglones de B.
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Justificacién de las operaciones elementales

6. Proposicién (operaciones elementales no cambian el conjunto de soluciones).
Supdngase que el sistema de ecuaciones lineales

ciry + ...+ cipr, = di;

................. 2)

Cmi1Z1 + ..+ Cpn®n, = dny

se obtiene de al aplicar una de las operaciones elementales. Entonces los sistemas de
ecuaciones lineales y son equivalentes, i.e. tienen el mismo conjunto de soluciones.

Demostracion. Soélo consideremos el caso cuando se obtiene de (/1)) al aplicar la ope-
racion elemental R, + = AR,,.

Supongamos que x = (Z1,...,,) es una solucién de (|1)). Entonces, en particular,
Ap1T1 + ...+ QpnTy = by (3)
y
Ag1T1 + ...+ gy, = by. (4)

A la igualdad le sumemos la igualdad multiplicada por A:
(ag1 + Aap121) + ...+ (agn + ANagnTn) = by + Aby.

En otras notaciones,
Cg1T1 + ...+ ConTy = d.

Esto significa que x cumple con la g-ésima ecuacién de . Como las demds ecuaciones
de coinciden con las ecuaciones correspondientes de (|1)), « es una solucién de ([2)).
Asi que toda soluciéon de (1)) es solucién de . Para demostrar que toda solucién de
es solucion de notemos que se puede obtener de al aplicar la operacion
R, + =—-)\R,. m

7. Ejercicio. Escriba la demostracion para las operaciones elementales de otros dos tipos:
Ry*x=\y R, < R,.
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Ejemplos

8. Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones lineales y hacer la comprobacion:

2I1 + 3132 — r3 = 3;
31’1 — 5ZL‘2 + 41’3 = 17,
—4?[31 + 7ZL‘2 = —1.

Respuesta: [ 2,1,4 }T.

9. Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones lineales y hacer la comprobacion:

=21 + 229 4+ bxy + 3xy = —4
2I1 + 3%2 — 2$3 + 51’4 = —11;
ry — 3%2 — 41’3 - Ty = O,
4171 —f- 3!132 —I— 41’3 + 2I4 = 13

Respuesta: [ 3,—1,2, -2 }T.

10. Ejercicio. Resuelva el sistema de ecuaciones lineales y haga la comprobacién:

5.1’1 — 21'2 = 2,
—25(71 + 4I2 + 41’3 = —8;
21‘1 + 51’2 + 3ZE3 = 9.

Respuesta: [ 2,4, -5 }T.
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