Matrices elementales

Objetivos. Conocer matrices elementales y comprender que las operaciones elementales
equivalen a la multiplicacién por matrices elementales. Calcular las inversas de las matrices
elementales.

Requisitos. Operaciones elementales, multiplicaciéon de matrices.

1. Cada matriz elemental se obtiene de la matriz identidad al aplicar una operacién
elemental. Hablamos de matrices de orden n con entradas pertenecientes a un campo F.
Por lo comtn el orden de la matriz esta claro desde el contexto y se omite.

2. Definicién (matriz elemental E,.(p,\)). Seap € {1,...,n} ysea A € F\ {0}. La
matriz E,(p, \) se obtiene de I al multiplicar el p-ésimo renglén por A:

Rp*= X\
_—

I E.(p,\)

3. Definicién (matriz elemental E,(p, q)). Sean p,q € {1,...,n}, p # q. Entonces

RP Rq
I 22 B (p,q).

4. Definicién (matriz elemental E,(p,q,\)). Sean p,q € {1,...,n}, p # q, y sea

A € F. Entonces
R, += AR,
S

I E+<p7Q7)\)

5. Ejemplos. Ejemplos de matrices elementales de orden 3:

E*(2,7) = ) E+(1727_7) =

O O =
SO O
_ o O
— o o
O = O
o O~
S =
_ o O

1
) E<—>(273) = 0
0

6. Ejercicio. ;Cuando la matriz elemental E, (p, g, A) es triangular superior? La respuesta
serd en términos de una relacién entre p y ¢. ;Cudndo F. (p,q, \) es triangular inferior?
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Multiplicacién por las matrices elementales del lado izquierdo

7. Multiplicacion por las matrices elementales del lado izquierdo. Consideremos
el producto FA, donde A es una matriz arbitraria A y E es una matriz elemental. La
multiplicacion por las matrices elementales del lado izquierdo equivale a las operaciones
elementales por renglones:

» E,(p,\)A se obtiene de A al aplicar la operaciéon R, * = \;
» £, (p,q)A se obtiene de A al aplicar la operacién R, <+ R,;

= E.(p,q,\)A se obtiene de A al aplicar la operacion R, + = AR,.

8. Ejemplos. Multiplicar del lado izquierdo por E,(2,—5) es lo mismo que multiplicar
la tercera fila por —5:

1 0 0 11 Gi12 A13 aii 1,2 1.3
0 -5 0 Q21 Q22 A3 = —5&271 —5&272 —5&273
0 01 asy asp ass as as as3

Multiplicar del lado izquierdo por E.,(1,2) es lo mismo que intercambiar la primera y la
segunda fila:

010 a1 Q12 13 a1 G2 A23
100 Q21 Q22 A3 = | a1 G12 Q13
001 a31 azsz 33 a31 azz 33

Multiplicar del lado izquierdo por F,(3,1,7) es lo mismo que sumar a la tercera fila la
primera, multiplicada por 7:

100 11 A2 1.3 1,1 1,2 1,3
010 Q21 dAg22 A3 = 21 29 23
7 01 asy aso asgs asy +7a11 azp+Tars azsz+ Tays

9. Ejercicios. Calcule los productos:

[ 1 0 0 17T 11 A1z a3 i [ 0 0 1 171 11 Aair2 a3 i
01 0 Q21 Q292 Q23 |, 010 21 Q22 G23 |,
| 00 -2 ] L @31 as2 ass | | 100 ] L @31 as2 ass |
[ 1 -3 0 17T 11 Air2 a3 i [ 1 00 17T 11 Aair2 a3 i
0 10 Q21 Q22 Aa23 |, 5 10 Q21 QAg22 dz3
0 0 1] [as1 azp ass | | 0 0 1] [ a1 asz ass |

10. Ejemplos. Encuentre matrices elementales F; y Fs tales que:

1 2 3 1 2 3 3 7 =5 10 11 12
Ey 7T =3 5| = 7T =3 5|, Es 4 1 2| = 4 1 2
50 60 70 52 64 76 10 11 12 3 7 =5
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Multiplicacién por las matrices elementales del lado derecho

11. Proposicién (multiplicacién por las matrices elementales del lado derecho
equivale a operaciones elementales de columnas). Sea A € M,, ,,(F). Entonces:

» AFE,(p,\) se obtiene de A al aplicar la operacion C), * = \;
» AFE_(p,q) se obtiene de A al aplicar la operacién C, <> Cy;

» AF.(p,q,\) se obtiene de A al aplicar la operaciéon C, + = AC,,.

12. Ejercicio. Demuestre la proposicién usando la matriz transpuesta.

13. Ejemplos. Encuentre matrices elementales F; y Fs tales que:

20 =2 1 19 -2 1 5 =2 3 -2 5 3
30 5 =2 |EB=1]32 5 =2/, 4 1 8| Ey= 1 4 8
40 7 =3 43 7 =3 3 7 =2 73 =2
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Matrices inversas de las matrices elementales

14. Proposicién (sobre las matrices inversas de las matrices elementales). Todas
las matrices elementales son invertibles, y sus inversas también son matrices elementales.

Demostracion. Sabemos que las operaciones elementales son invertibles:

» Para R,* =\, donde X\ # 0, la operacién inversa es R, x = 1

I
» R, <+ R, es la operacién inversa a si misma;
» Para R,+ = AR, la operacién inversa es R, + =(—\)R,.
Por lo tanto:
= Ei(p, )7 = E.(p, 1/N);
" Es(p.q)™" = Es(p.q):
= Ei(p,q, )7 = Ev(p,q, = ). O

15. Ejemplos. Calcule las matrices inversas de las siguientes matrices elementales:

—4

1
Ey=10 by =
0

S = O
w o O
o = O

10 1
0 0], Es=1|0
0 1 0

O =
_ o O

Matrices transpuestas de las matrices elementales

16. Ejercicio. Escriba las matrices transpuestas de las siguientes matrices de orden 4:

E.(3,7), Eo(2,4), Eo(1,4), E.(1,3,-9), E.(4,2,—5).

17. Proposicién (matrices transpuestas de las matrices elementales).
1. E.(p,\)T = E.(p,\), asi que la matriz F,(p, \) es simétrica.
2. E,(p,q)" = E(p,q), asf que la matriz E,(p,q) es simétrica.

3. E+(p7q7 )‘)T = E+<Q7p7 )‘)
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