Espacio dual

Objetivos. Definir el espacio dual a un espacio vectorial.
Requisitos. Espacios vectoriales, transformaciones lineales, funcionales lineales.

1. Repaso de la definicién (funcional lineal). Sea V un EV/F. Un funcional lineal
en V' es una transformacién lineal V' — F.

2. Definicién (espacio dual). Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F. El espacio
dual de V denotado por V* o V' se define como el conjunto de todos los funcionales
lineales V' — F, con operaciones lineales definidas punto a punto:

(e +¥)(x) = o) +v(x),  (Ap)(x) = Ip().
En otras palabras V* = L(V,F).

3. Observacion. VV* es un caso particular de L(V, W), por lo tanto es un espacio vectorial.
Las operaciones lineales en V* estan definidas puntualmente:

(e +9)() = p) +9),  (Ap)(v) = Ap(v).

4. Ejercicio. Demuestre directamente que V* es cerrado con respecto a las operaciones
lineales. Pruebe directamente para V* algunos de los axiomas del espacio vectorial.

5. Teorema (separaciéon de un punto y un subespacio por medio de un fun-
cional lineal). Sean V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo F, S un
subespacio de V' y v € V'\ S. Entonces existe un funcional lineal ¢ € V* tal que ¢(v) =1
y ¢(w) = 0 para todo w € S.

Demostracion. FEl espacio V' es de dimensién finita y .S es un subespacio de V. Por eso S
también es de dimensién finita. Sea aq, ..., a,, una base de S. Denotemos v por a,,,1. Los
vectores aj, ..., am, son linealmente independientes y a1 ¢ ¢(aq,...,an), por lo tanto
los vectores

A1y ..oy Amy Ayl

son linealmente independientes. Podemos extender esta lista de vectores a una base de V:

A1y e o vy Qs At 1, A2, - -+ 5 Qe

Definamos el funcional ¢: V' — F mediante la regla:

® (Z Ak%) = A1
k=1

En otras palabras definamos ¢ en los elementos de la base de la siguiente manera:

plar) =0, ..., wlam) =0, ¢)=1, @lant2)=0, ..., @la,) =0,

y luego extendemos ¢ a todo espacio V' por linealidad. Entonces ¢(v) = 1y ¢(w) = 0
para todo w € S = l(ay, ..., an). O
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6. Corolario. Sean V un EV/F de dimensién finita, v € V \ {0}. Entonces existe un
@ € V* tal que p(v) # 0.

Demostracion. Se aplica el teorema anterior al caso particular S = {0}. [

7. Corolario. Sean V un EV/F de dimensién finita, v € V. Supongamos que ¢(v) = 0
para todo ¢ € V*. Entonces v = 0.

Demostracion. Sisuponemos que v # 0, entonces por el corolario anterior obtenemos que
@(v) # 0 para algin ¢ € V*. Contradiccién. O
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