Base dual

Objetivos. Dada una base en un espacio vectorial de dimension finita, definir su base dual
en el espacio de funcionales lineales. Estudiar la representacion matricial de funcionales
lineales.

Requisitos. Funcionales lineales, base de un espacio vectorial, coordenadas de un vector
en una base, representacion matricial de una transformacién lineal.

1. Teorema (de la base dual). Sea V un EV/F y sea A = (a4, ..., a,) una base de V.
Para todo i € {1,...,n} denotemos por x; al funcional cuyo valor en un vector v € V' es
igual a la i-ésima coordenada del vector v con respecto a la base A:

Xi(v) = (va),-

n

En otras palabras, si v = E Ajaj, entonces
i=1

Entonces:

1. Se tiene la siguiente relacién entre los vectores a; y los funcionales x;:
Xi(a’j) = 5i7j (27] € {1,,71}) (1)

2. Todo funcional 1) € V* se escribe como una combinacién lineal de los funcionales
X1, - -, Xn de la siguiente manera:

P = Zw(ai)Xi- (2)

3. (X1,---,Xn) es una base del espacio V*.

La base (x1,.-.,Xn) del espacio V* definida en este teorema es llamada la base dual a la
base A.
Demostracion. 1. Sabemos que para todo j € {1,...,n} el vector a; se puede escribir en

forma a; = >, Agag con Ay = 0 ;. Por definicién de x; obtenemos que

xila;) = Ai = di ;.
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2. Probemos la férmula (2)). Al funcional en el lado derecho de lo denotemos por x.
Entonces para todo j € {1,...,n} calculamos x(a;) usando la definicién de las operaciones
lineales en V'*:

x(aj) = Z¢<ai>Xi(aj) = Zw(ai)% = 1(ay).

Esto quiere decir que los funcionales x y % coinciden en los vectores de la base A. De
alli sigue facilmente que x(v) = ¥(v) para todo v € V. En efecto, escribir v como v =
Z?Zl v;a; y aplicamos la linealidad de x y ¢:

X(@) = D xlay) = 3o vlas) = v(w) 0

3. La férmula muestra que todo funcional ¥ € V* es una combinacién lineal de
los funcionales x1, ..., Xn, asi que £(x1,...,xn) = V*. Falta demostrar que los vectores
(funcionales) x1, ..., X, son linealmente independientes. Supongamos que

Z Bixi = 0.
i=1

Denotemos al lado izquierdo por ¥ y notemos que 1 es un funcional lineal. Apliquemos 1
al vector a;, donde j € {1,...,n} es un indice arbitrario. Por un lado ¢ (a;) = 0(a;) = 0.
Por otro lado, usamos la definicion de las operaciones lineales en V* y la férmula :

v(ag) = Bixilas) = Y Bidi; = B;.
i=1 i=1
Hemos mostrado que 3; = 0 para todo j, asi que los funcionales 1, . . ., ¢, son linealmente

independientes.

2. Observacién (coordenadas de un funcional lineal respecto la base dual). La
féormula significa que los escalares )(a;) son coordenadas del funcional 1 en la base

dual @ = (x1,..., Xn):
¥(ar)

¥(an)
3. Ejemplo: base dual a la base candnica de R*. Sea & = (ey,e9,€3,¢4) la base
canénica de R* y sea ® = (1, X2, X3, x4) la base dual asociada a €. Entonces

Yo =

Xk(z) = g Vo € RY

Por ejemplo,
4

siox= 7 |+ entonces p3(x) =T.

8
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4. Ejemplo: coordenadas de un funcional respecto a la base dual a la base
canénica de R*. Consideremos un funcional lineal en R*:

2/1(27) = 2[L’1 — 61‘2 + x4.

Hallemos las coordenadas de 1) respecto ®, donde ® = (x1, x2, X3, X4) €s la base dual a
la base canénica £ = (ey, €9, e3,¢e4) de R: Primero calculamos los valores de ¢ en los
vectores e, €9, €3, €4:

@/}(61) = 2, 7,0(62) = —6, w(eg) = O, @ZJ(€4) = 4.

De alli
2
—6
Y =2x1 — 6x2 + X4, esto es, e = 0
1
5. Ejemplo: base dual a la base canénica de P, (F). Sea e, ..., e, la base canénica
de P,(F). Denotemos por xo, ..., X» a los elementos de la base dual. Entonces xx(f) es

* en el polinomio f(x):

el coeficiente de la potencia x
Xe(ao + oz + ...+ apz”) = .

6. Ejercicio: base dual a la base canénica de M3(R). Sea & = (E, ;)1<p <2 la base
candnica de My (RR). Denotemos por x,, a los funcionales de la base dual a £. Calcular:

-3 5) 7 —4
X2,1 6 —2 |’ X2,2 0 —3 |-
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Representacion matricial de un funcional lineal

7. Proposicién (representacién matricial de un funcional lineal). Sea V un EV/F
y sea A = (ay,...,a,) una base de V. Denotemos por ® a la base dual asociada a A.
Entonces para todo ¢ € V*,

Y(v) =Ygva YW EV.

8. Proposicién (unicidad de la representacién matricial de un funcional lineal).
Sea V un EV/F, sea A = (ay,...,a,) una base de V| y sea ® = (x1,..., Xx») la base dual
a A. Supongamos que ) € V* ¢ € F" y para todov € V

Y(v) = clvy.
Entonces ¢ = c.

Idea de la demostracion. Para demostrar que coinciden las j-ésimas componentes de g
y ¢, poner v = a; en la igualdad ¥gv4 = ¢ vy. O

9. Ejemplo. ¢ € (R3)*, o (z) = 3z; — 479 + Tx3. Entonces ¢ = 3x; — 4x2 + Txs, esto es,

10. Ejercicio: traza de matrices. Exprese tr como una combinacién lineal de los ele-
mentos de la base dual a la base canénica de M,,(F).

11. Ejemplo: funcional de evaluacién de polinomios en un punto. Sea £ =
(€9, €1, €2, €3) la base candnica de P3(R) y sea ® = (xo, X1, X2, X3) la base dual asocia-
da a &£. Entonces

evals = xo + 5x1 + 25x2 + 1253,

asi que
1
5
25
125

(evals)gp =

12. Ejercicio. Calcule ¢g, donde 1 € Po(R)*, o(f) =2f'(—3) +5f(1).

13. Ejercicio. Calcule 1), donde ¥ € Po(R)*, (f) = /f(x) dr.
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14. Ejercicio. Calcule 95, donde ® es la base dual a la base canénica de My(R), ¢ €
My (R)*,

15. Cambio de las coordenadas de un funcional lineal al cambiar la base del
espacio. Sean A y A’ bases de un espacio vectorial V' y sean F y F’ las bases duales
correspondientes. Entonces para todo ¢ € V* se tiene:

-
or =Py a40F,
donde Py 4 es la matriz de transicién.
Demostracion. Para todo v € V' se tiene:
T o T p —(pT T
prva = p(v) = prva = @rPaavay = ( A,A/SDf) Var.

Por la unicidad de representaciéon matricial de funcionales lineales, pr = PX, WPF- O
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