Matrices diagonales
(tratamiento avanzado)

Estos apuntes estan escritos para estudiantes de los ultimos semetres de licenciatura.

Objetivos. Mostrar que el dlgebra de las matrices diagonales D,,(IF) es isomorfa al algebra
F™ con las operaciones por componentes. Comprender como se transforma una matriz
general al multiplicarla por una matriz diagonal del lado izquierdo o del lado derecho.

Requisitos. Operaciones con matrices, notacion para las componentes de una matriz, el
concepto de algebra.

En estos apuntes suponemos que F es un campo. Por ejemplo, F puede ser R o C.
Denotemos por ® la multiplicacién por componentes en F":

a® b = [ajbj}?zl.

Ya sabemos que el conjunto F” con las operaciones lineales comunes y con esta multi-
plicacién por componentes es un algebra sobre el campo F. El vector de unos, 1,, es la
identidad de esta &dlgebra.

Matrices diagonales

1 Definicién (matrices diagonales). Una matriz cuadrada A € M, (F) se denomina
diagonal si todos sus elementos fuera de la diagonal principal son iguales a cero. Denotemos
por D, (FF) el conjunto de las matrices diagonales:

Dn(F):{AeMn(F): Vi ke {l,...,n} (j%k) — (Aj,k:o)}.

2 Definicién (la funcion diag). Dado un vector a = [a;]}_; € F", denotemos por diag(a)

la siguiente matriz:
n

diag(a) = [ajéjvk}j,kzl'
3 Ejemplo. Sia = [3,0,—-2]", entonces

0
0

3
diag(a) = | 0O
0 —2

o O O

4 Proposicién. Sea a € F". Entonces diag(a) € D, (F).

Demostracion. Para cualesquiera j, k en {1,...,n}, si j # k, entonces

diag(a);x = a;é;, = 0. O
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5 Proposicién. Sea D € D, (F). Entonces existe un unico vector a en F" tal que D =
diag(a).

Idea de demostracion. Existencia. Pongamos

a4 = [D]J]]:l

Unicidad. Si D = diag(a), entonces a; = D; ; para cada j. O

6 Definicién (matriz escalar). Una matriz cuadrada se llama matriz escalar si es un
multiplo de la matriz identidad. Mds formalmente, una matriz A € M, (F) se llama
matriz escalar si existe un o € F tal que A = al,,.

7 Ejercicio. Mostrar que toda matriz escalar es una matriz diagonal.

8 Observacién. Dependiendo de situacion o de gustos, la funciéon diag se puede con-
siderar con el codominio M, (F) o D, (F). Si la consideramos con el codominio D, (F),

entonces esta funcion es invertible, y su inversa estd dada por la siguiente formula:
.1 n
dlag (D) = [Dj,j}

=1

En los lenguajes de programacion Matlab y GNU Octave, la inversa de la funcién diag se
denota también por diag.

a = [3; 0; -2]

D = diag(a)

b = diag(D)

9 Proposicién (las dlgebras F" y D, (F) son isomorfas). El conjunto D,(F) es una

subdlgebra del dlgebra M, (F). La funcion diag: F* — D, (F) es un isomorfismo de dlge-
bras.

Demostracion. Ya hemos mostrado que diag es una biyeccién. Es facil ver que la funcién
diag es lineal. Probemos que diag convierte el producto ® en el producto de matrices.
Sean a,b € F™. Por un lado,

(diag(a) diag(b))ﬂC = Z diag(a), s diag(b)s, = Z ;0 sbs0s ) = a;b;j0; .

s=1 s=1

Por otro lado, .
diag(a ® b)j,k = (ab)jém = ajbjdj,k.

Como la funcion diag es lineal y multiplicativa, la imagen de esta funcién es una subalgebra
del algebra D, (FF). O

10 Ejercicio (el criterio de la invertibilidad de una matriz diagonal). Sea a € F". ; Cuando
a es invertible en el algebra F"? ; Cudndo la matriz diag(a) es invertible?

11 Observacién. Se puede decir que la funcién diag realiza la representaciéon candnica
del algebra F™.

Matrices diagonales, péagina 2 de 3



Multiplicacién de matrices diagonales por vectores o matrices

12 Ejemplo (el producto de una matriz diagonal por un vector). Calculemos el siguiente
producto:
b
diag(al, as, ag) b2
bs

13 Proposicion. Sean a,b € F™. Entonces
diag(a)b =a ®b.

14 Observacion. Para un vector fijo a en F”, la funcion b — a ® b es un operador lineal.
La matriz diag(a) es la matriz asociada a este operador lineal, respecto la base canénica

de F".

15 Ejemplo (productos de matrices diagonales por matrices arbitrarios). Calculemos los
siguientes productos:

All A12

. ol Ajp A A .

diag(by, ba,bs) | Azn Ass |, A;i A;z A;’i diag(by, ba, bs).
Az Aso ’ ’ '

16 Proposicién (el producto de una matriz diagonal por una matriz general). Sea
A € Myun(F) y sea b € F™. Entonces la matriz diag(b)A se obtiene de la matriz A
al multiplicar la j-ésima fila de A por el escalar d;, para cada j:

diag(b)A = [b;Ajx]’ "

Jk=1"

17 Proposicién (el producto de una matriz general por una matriz diagonal). Sea
A € Mpun(F) y sea b € F". Entonces la matriz Adiag(b) se obtiene de la matriz A
al multiplicar la k-ésima columna de A por el escalar d,, para cada k:

Adiag(b) = [Ajube]"

j,k=1"
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