Determinante de una matriz
triangular superior por bloques

Objetivos. Demostrar que

det {%‘%} — det(A) det(C),

donde A, B, C' son cualesquiera matrices de tamanos compatibles.

Requisitos. El determinante considerado como una funcién de n argumentos (de los
renglones o de las columnas) es n-lineal y alternante. Cualquier funcién n-lineal alternante
se expresa de cierta manera a través de la funcién determinante.

1. Determinante considerado como una funcién de n columnas de la matriz
(repaso). Denotamos por Det(cy,...,c,) el determinante de la matriz formada de las
columnas cq, ...,y

Det(cy, ..., c,) = det [(cj)i}?jzl =lc ... ¢

Por el teorema sobre el determinante de la matriz transpuesta, es lo mismo que el deter-

minante de la matriz formada de los renglones ¢/, ..., ¢} :
n
Det(cy, ..., cn) = det[(c:);], ., =
2. o CT .
n

Ya sabemos que la funcién Det es n-lineal y alternante.

2. Teorema sobre la expresién de una funcién n-lineal alternante (F*)™” — F a
través de la funcién determinante (repaso). Sea f: (F")" — F una funcién n-lineal
alternante y sean vq,...,v, € F". Entonces

f(v1,...,v,) = Det(vy,...,v,)f(e1,...,€n).

3. Teorema (determinante de una matriz triangular superior por bloques).
Sean A € M,,,(F), B € M, xn(F), C € M,,(F). Entonces

A | B
O.nm|C

~—

det [ } — det(A) det(C). (1
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Demostracion. Primer paso. Consideremos la funcién f: (F™)" — T,

flai, ..., a,) = det G am | B

X

0, nm | C
Se puede demostrar que f es m-lineal y alternante (tarea adicional). Por eso
flag,...,an) =Det(ar,...,an)f(e1,. .., em).

Poniendo las columnas de A en lugar de los vectores ay, . .., a,, y escribiendo f(eq, ..., ey)
de manera explicita obtenemos que

A B L, | B
det [ 0. C } = det(A) det { 0., C ] . (2)
Segundo paso. Consideremos la funcién g: (F")" — F,
L, | B
(c cp) = det @
g 17 ct n A Oxn’m
Cn

Se puede demostrar que g es n-lineal y alternante (tarea adicional). Por lo tanto,

I, \ B
g(cr,...,cn) = Det(ey, ... en)g(er, ... e,) = Det(cy, ..., c,)det 0 “
b en
Poniendo los renglones de C' en lugar de los vectores ¢y, ..., c,, obtenemos que
L, |B| I, | B
[ 0.0l C } = det(C') det [ 0. L } (3)

El ultimo factor es el determinante de una matriz triangular superior con elemento 1 en
la diagonal principal. Consiguientemente, el ultimo factor es 1:

L, |B|
det [ 0 L ] =1 (4)
Al aplicar las férmulas , y , como resultado obtenemos la féormula . O
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4. Ejemplo. Calcular el determinante

35000

-2 1000

det 00300
000 25
00013

5. Corolario (determinante de una matriz triangular inferior por bloques). Sean
Ae M, (F), Be M,un(F), C € M,(F). Entonces

A 0

det{B C

} = det(A) det(C). (5)

6. Corolario. Sea A € M,,(F) tal que A, = 0 para todo k € {2,...,n}. Entonces

.....

esto es,
A 0o ... 0
11 AQ’Q R Agm
A271 A272 e Agm .
det | . o . =App-det | 1o
Ay Ao . Aun Anz o Aun

7. Ejemplo. Calculemos el siguiente determinante usando operaciones elementales de
columnas (Cy 4+ =2C4, C3+ =—3C}) y el corolario anterior:

0 0
7T —14 :2’
9 -7

7T —14
9 -7

-2

1
‘—14)9 _7’—14-11—154.
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