Correspondencia entre vectores
y columnas de sus coordenadas
respecto a una base fija

Objetivos. Mostrar que la correspondencia entre vectores y columnas de sus coordenadas
(respecto a una base fija) preserva las operaciones lineales y las dependencias lineales.

Requisitos. Base de un espacio vectorial, coordenadas de un vector respecto a una base,
vectores linealmente independientes.

1. Nota sobre la terminologia (base := base ordenada). En este curso la palabra
base se comprende como una base ordenada finita, es decir, como una lista (finita) de
vectores que es linealmente independiente y genera al espacio.

Coordenadas de un vector respecto a una base (repaso)

2. Coordenadas de un vector respecto a una base (repaso). Sea V un espacio
vectorial sobre un campo F, sea B = (by)}_; una base de V' y sea v € V. Entonces existe

una tunica tupla de escalares x = [Zk]Z:l € ™ tal que

k=1

Esta tupla se denota por vp y se llama la columna de coordenadas (o el vector de coorde-
nadas) del vector v respecto a la base B.

3. Ejemplo. Si V' es un espacio vectorial real, B = (b;,by) es una base de V.y v € V|
entonces las siguientes dos igualdades son equivalentes:

’U:3b1—5b2 <~ UB:|i_§‘|.
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4. Ejemplo. Denotamos por P(C)3 al espacio de polinomios de una variable con coefi-
cientes complejos, de grado < 3. Denotemos por € = (e, €1, €2, €3) a la base canénica de
este espacio:

Go(t) = 1a 6l(t) = ta eZ(t) = tzv 63(t) = tg'
Sea f(t) =5+ (1 —2i)t + 4it3. Entonces

o-[4] -]

forman una base. En efecto, estos dos vectores son linealmente independientes, y para
cualquier vector v € R? el siguiente sistema de ecuaciones lineales tiene una tinica solucién:

7 2wy | . | 1 0] T
3 1w — 0 1 % '
: . -8 :
Por ejemplo, si v = 9 |’ entonces el sistema
-7 2| -8
3 1] 9
2 o
3 } , lo que significa que v = 2b; + 3by, esto es,
o — 2

6. Coordenadas del vector cero. El vector cero del espacio V' se puede escribir como

0y = zn: 0b;,
j=1

tiene solucién [

por lo tanto
(0y)s =0,.

7. Vector con coordenadas nulas. Si v € V tal que vz = 0,,, entonces por la definiciéon
de las coordenadas tenemos que
n
v = Z Obj,
j=1

y la ultima expresion es igual a Oy .
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Correspondencia entre vectores y sus columnas de coordenadas
es biyectiva

8. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo F y sea B = (b1, ...,b,)
una base de V. Consideremos la funciéon ®: V' — F" definida mediante la siguiente regla:

®(v) =g (veV).
Entonces la funcion ® es biyectiva.

Primera demostracion. Empecemos con la propiedad inyectiva. Supongamos que u,v € V
tales que ®(u) = ®(v). Pongamos z = ug, asi que

up =vp = I = [xj]?:l'

Entonces, por definicién de las coordenadas de un vector en una base,

n n
u = E x;b; Y v = E x;b;,
=1 j=1

lo cual implica que v = v.
Ahora demostremos que ® es suprayectiva. Sea y € F". Construimos v € V' mediante

la formula .
v = Z yib;.
j=1

Entonces por la definicién de las coordenadas de un vector en una base tenemos que
O(v) =y. O

Sequnda demostracion. Consideremos la funciéon W: F* — V' definida mediante la regla

U(z) = Z xb;.
j=1

Vamos a demostrar que las funciones ® y ¥ son mutualmente inversas. Primero supon-
gamos que v € V' y denotemos ®(v) por z, asi que z = ¢(v) = vs. Entonces

n
UV = E l’jbj,
J=1

lo cual significa que v = ¥(z).
Ahora al revés, supongamos que y € F” y denotemos ¥(y) por w, asi que

w = Z yjbj-
j=1

Pero la tdltima igualdad significa que wp =y, esto es, ®(w) = y. O
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Coordenadas y operaciones lineales

9. Proposicién (coordenadas y operaciones lineales). Supongamos que V' es un
espacio vectorial sobre un campo F y B = (by,...,b,) es una base de V. Entonces

Vu,v eV (u+v)g =ug+vg

y
YoeV VAeF (Av)p = Aug.

En otras palabras, la funcion ® de la Proposicién anterior es aditiva y homogénea:
Vu,oe Voo d(u+v) = P(u) + (v),
YvoeV VAeF O(Av) = AP(v).

Demostracion. Sean u,v € V. Denotemos por x al vector de las coordenadas de u respecto
a la base B y por y al vector de las coordenadas de v respecto a la base B:

T ‘= up, Y ‘= UB.

Esto significa que
U:ZIjbj, U:Zyjbj.
j=1 j=1

Sumamos estas dos igualdades, aplicamos la propiedad aditiva de sumatorias y la propie-
dad distributiva del producto por escalares respecto a la suma de escalares:

ut v =Y wbi+ > b= (wib+yb;) = > (w; +y;)b;.
j=1 j=1 j=1 j=1
Por lo tanto, los escalares x; +y; (j = 1,...,n) son coordenadas del vector u+ v respecto

a la base B, esto es,
n
(u+v)g = [z; + yj]jzl =x+y.
Si A\ € F, entonces por la propiedad homogénea de sumatorias y por la propiedad asociativa
del producto por escalares obtenemos que

n

AU = AZyjbj = Z Ay;b;) = Z()\yj)bj-
P =1

j=1
Lo dltimo significa que los escalares Ay; (j = 1,...,n) son coordenadas del vector Av
respecto a la base B, esto es,

()s = [My;] 7, =Xy O

10. Corolario (columna de coordenadas de una combinacién lineal). Supongamos
que V es un espacio vectorial sobre un campo F, B = (by,...,b,) es una base de V,
a1y...,0, €V vy A,..., \n € F. Entonces

(/\1(11 + ...+ /\mam)g = )\1(@1)3 + ...+ /\m(am)g.
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Coordenadas y dependencias lineales

11. Proposicién (coordenadas y dependencias lineales). Supongamos que V' es un
espacio vectorial sobre un campo Fy B = (by,...,b,) es una base de V. Consideremos una
lista de vectores uq, ..., u,, en V. Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) lalista (uq,...,u,) es linealmente dependiente;

(b) la lista de columnas ((u1)g, - - -, (uy)s) es linealmente dependiente.

Demostracion. Esta proposicion se deduce facilmente del Corolario [I0} Para entrenarnos
en demostraciones, escribamos razonamientos detallados.

(a)=-(b). Supongamos que la lista (uy,...,u,) es linealmente dependiente. Entonces
existen algunos escalares Aq,..., A, no todos cero y tales que

Z )\j’u]' = Ov.
j=1

Calculemos las columnas de coordenadas del lado izquierdo usando el Corolario 10|y del
lado derecho usando la Observacion [Gk

Z )\j(uj)B = On
7j=1

Como no todos los coeficientes A; son cero, la ultima igualdad significa que las columnas

(u1)B, - - -, (um)p son linealmente dependientes.
(b)=(a). Supongamos que la lista de columnas ((u1)g, - ., (uy,)s) es linealmente de-
pendiente. Entonces existen algunos escalares 1, ..., tm,, no todos cero, tales que
m
Z)\j(Uj)B = On
j=1

Por el Corolario [I0] el lado izquierdo se puede escribir como

(i w) )

Ahora por la Observacion [7] concluimos que

Z )\j’u]’ = Ov.
j=1

Por la hipdtesis, no todos los coeficientes A; son cero. Esto significa que los vectores
U, - .., Uy son linealmente dependientes. O
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