Correspondencia entre
transformaciones lineales y matrices

Objetivos. Estudiar la correspondencia entre transformaciones lineales y matrices.

Requisitos. Transformacion lineal, matriz de una transformacion lineal, cambio de base.

El siguiente teorema tiene varios nombres, por ejemplo, “el teorema sobre la extension
lineal”.

1. Teorema (una transformacién lineal se determina de manera tinica por su
accion en los vectores de una base del dominio). Sean V,W espacios vectoriales
sobre un campo F, dim(V) = n < 4o00. Sea A = (ay,...,a,) una base de V' y sean
wi, ..., W, € W. Entonces existe una tnica transformacién lineal T' € L(V, W) tal que

Vie{l,...,n}  T(a;) = wj.

Demostracion. 1. Primero demostremos la unicidad de T'. Supongamos que 7: V. — W

es una transformacién lineal tal que T'(a;) = w; para todo j € {1,...,n}. Sea v € V.
Denotemos por Aq, ..., A, a las coordenadas de v respecto a la base A:
n
[)‘J'} j=1 = VA
Entonces v se escribe como una combinacion lineal de los vectores ay, . . ., a, de la siguiente
manera:

V= Z)\j(lj. (1)
7=1

Aplicamos T a esta combinacién lineal y utilizamos la hipdtesis que T es lineal:
j=1
Por la hipétesis, T' cumple con la propiedad T'(a;) = w;, asi que
T(v) =) Auw;. (2)
j=1

Notemos que los escalares \; estan determinados de manera tinica por el vector v, asi que
la féormula determina el valor de T'(v) de manera tunica.
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2. Demostremos la existencia de 7. Dado un v € V, lo escribimos en forma y
definimos 7'(v) mediante la férmula ([2). En otras palabras, denotemos por Ay, ..., A, las
coordenadas del vector v respecto a base aq,...,a, y pongamos

T(v) = Z Ajw;. (3)

Ahora hay que probar que la funciéon T definida de esta manera cumple con las propiedades
requeridas.

Primero mostremos que T'(ax) = wy, para cualquier indice k € {1,...,n}. Elegimos
un k arbitrario y recordamos que

es decir (ay) 4 = [éj,k] _,- Aplicamos la férmula (3)) que define a la funciéon T', con A; = 4 5,
luego usamos la propiedad principal de la delta de Kronecker:

n
ajp = E 5j7kaj,
j=1
n
J

T(ak) = de’jw]’ = Wk
j=1

Probemos que T es aditiva. Sean v, u € V. Denotemos por A; y p; a las coordenadas
de v y u respecto a la base A:

n n
v = E Ajaj, u = E i@
Jj=1 J=1

Entonces
n

vtu=Y_ (N + p)a,

j=1
es decir v 4 u tiene coordenadas A; + p; respecto a la base A. Luego por definicién de 7,

n

T(o+u) =Y (N +p)uw; = Z Ajw; =+ Zﬂjwj =T(v) +T(u).

Jj=1

Demostremos que T es homogénea. Sea v € V un vector con coordenadas \; y
sea 1 € F. Entonces pov tiene coordenadas piA; y

n

T(po) =) (nhj)w; = MZ Ajwj = pT'(v). O

Jj=1
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2. Teorema (definicién de una transformacién lineal por su matriz asociada).
Sean V, W espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo [, sea A una base
de V' y sea B una base de W. Ademés sea M € M,,,(F). Entonces existe una tnica
transformacion lineal T € L(V, W) tal que T 4 = M.

Demostracion. Sea A = (ay,...,a,)y sea B = (by,...,by). Definamos w; como el vector
del espacio W cuyas coordenadas respecto a la base B son las entradas de la j-ésima
columna de la matriz M: .

i=1

Por definicién de la matriz asociada la igualdad T3 4 = M se cumple si y sélo si T'(a;) = w;
para todo j € {1,...,n}. Por el teorema anterior existe una y sélo una transformacién
lineal T que cumple con esta propiedad. O

3. Teorema (espacio vectorial de las transformaciones lineales es isomorfo al
espacio vectorial de matrices). Sean VW espacios vectoriales sobre un campo F,
dim(V) = n < 400, dim(W) = m < +o0. Sea A una base de V' y sea B una base de W.
Entonces el mapeo L(V, W) — M, ,(F), definido mediante la regla

T — T&A,

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Esto significa que:

1. Para toda matriz M € M,, ,(F) existe una unica transformacién 7" € L(V, W) tal
que Ip 4 = M.

2. SiT,U € L(V,W), entonces
(T + U)pa=Tpa+ Upa.
3. SiT € L(V,W) y A €F, entonces
(AT)p.a = \T, 4.

4. Teorema (matriz del producto de transformaciones lineales). Sean V, W, X
espacios vectoriales sobre un campo F. Sea A una base de V', sea B una base de W y sea
C una base de X. Supongamos que '€ L(V,W) y U € L(W, X). Entonces

(UT)e,a = UesTa.
5. Corolario (una transformacién lineal es invertible si y sélo si su matriz

asociada es invertible). Sean V' y W algunos espacios vectoriales de dimensiones finitas
sobre un campo F, sean A una base de V', B una base de W y T € L(V,W). Entonces

la transformacién T es invertible <~ la matriz Tp 4 es invertible.
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