Coordenadas de funcionales lineales
respecto la base dual (ejemplos)

Objetivos. Por medio de ejemplos aprender a calcular las coordenadas de funciones
lineales respecto la base dual y acostumbrarse a la representaciéon matricial de funcionales
lineales.

Requisitos. Base dual, coordenadas de un funcional lineal respecto a la base dual, re-
presentacion matricial de un funcional lineal.

1. Definicién de la base dual (repaso). Sea V' un espacio vectorial sobre un campo y
sea A = (ay,...,a,) una base de V. La base dual (x1, ..., X») consiste en los funcionales
definidos mediante la siguiente regla:

Xi <Z )\jdj) = )\z
j=1

De aqui sigue que
Xi(aj) = 6;;.

2. Expansién de un funcional lineal respecto la base dual (repaso). Si ¢ € V*,
entonces

¥ = Z p(az)x;.
j=1

3. Representaciéon matricial de un funcional lineal (repaso). Para todov € V' y
todo p € V*,
p(v) = or vy
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4. Ejemplo: coordenadas de un funcional lineal R3 — R.
Sea ¢: R3 — R,
o(x) = Try — 929 + 3.

I. Demostrar que ¢ es un funcional lineal.

II. Calcular las coordenadas de ¢ respecto a la base I' = (71, 72,73), donde I" es la base
dual a la base canénica £ del espacio R3.

III. Para comprobacién calcular ¢(y), donde

de dos maneras diferentes: primero, por la regla de correspondencia de ¢; luego, por
la férmula o(y) = o1 ye-

Solucién. 1. Mostremos que ¢ es lineal. Para todos z,y € R? y todo A € R tenemos que

(i)

Az +y) =Tz +y)1 — 9 Az +y)2 + Az +y)3

(i)

= 7(>\$1 + y1) — 9()\1‘2 + yg) + ()\273 —+ yg)
(i)

ATz — 929 + 23) + (Ty1 — Y2 + v3)

B M) + ().

En los pasos (i) y (iv) usamos la definicién de ¢; en el paso (ii) aplicamos la definicién de
operaciones lineales en R? (que la adicién y la multiplicacién por escalares se hacen entrada
por entrada), en el paso (iii) usamos la propiedad distributiva en R y las propiedades
asociativa y conmutativa en R para reagruparar los sumandos.

Otra manera de escribir la demostracion:

Az + (i)
) ATy + Yo — 7()\£B1 + yl) — 9()\$2 + y2) + ()\1‘3 + yg)
AT3 + Y3

O]

oAz +y)

(iii) (

ATy — 9 + 23) + (Ty1 — 9o + ys) == A () + (y).

En el paso (i) se aplicé la definicién de operaciones lineales en R?, en (ii) y (iv) la definicién
de ¢, y en (iii) las propiedades de operaciones con nimeros reales.
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II. Las coordenadas de ¢ en la base dual son los valores de ¢ en los vectores bésicos ey,
€9, €3

Por lo tanto,
@ ="Tn—97%+7.

Respuesta: el vector de coordenadas de ¢ respecto la base I' = (71,72, 73) es

7
er=| —9

1
III. Comprobacién. Primero calculamos ¢(y) por la regla de correspondencia de ¢:

4
0 7] =-28-63+5=—s6.
5

Ahora calculamos ¢(y) por la férmula de representaciéon matricial de un funcional lineal:

—4
o) =¢rye=[7 -9 1]| 7|=-28-63+5=-86
5
En este ejemplo se hacen las mismas operaciones aritméticas por ambos métodos. O]
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5. Ejemplo: coordenadas de un funcional lineal P3(R) — R.
Sea ¢: P2(R) = R,
©(P) = —=2P(5) + P'(4).

[. Demostrar que ¢ es un funcional lineal.

II. Calcular las coordenadas de ¢ respecto a la base I' = (70, 71,72), donde I es la base
dual a la base canénica € = (1,t,t?) del espacio Py(R).

ITI. Para comprobacién calcular o(Q), donde Q(t) = 6 — t — 7t?, de dos maneras
diferentes: primero, por la regla de correspondencia de ; luego, por la férmula

Q) = ‘P;Qs-

Solucion. 1. Sean P, (@) € Py(R) y sea A € R. Por las propiedades de la derivada,
AP+ Q) =P + Q'
Por las propiedades de las operaciones lineales con polinomios, para todo t € R
(AP +Q)(t) = AP(t) + Q(1).

Aplicando estas propiedades, la definicién del funcional ¢ y propiedades de operaciones
con numeros reales, obtenemos:

AP+ Q) = -2AP+Q)(5) + (\P+Q)'(4) = 2(>\P+ Q)(5) + (AP +Q')(4)
= —2(AP(5) + Q(5)) + (AP'(4) (4))
= A(=2P(5) + P'(4)) + (—262(5) +Q'(4)) = Mp(P) + ¢(Q).

II. Aplicamos ¢ a los elementos de la base canénica de P2(R):
e(l)=-2,  ot)=-10+1=-9,  p(t*) =—-50+8=—42.
Por la formula de expansion de un funcional respecto la base dual,

-2
o = —27 — 911 — 427, esto es, or=1 -9
—42

II1. Calculamos ¢(Q) con Q(t) = 6 — t — 7t* por la regla de correspondencia de ¢:
(6—t—Tt*) = —1—14t, 0(6—t—Tt*) = —2(6—5—7-25)+(—1—14-4) = 348—57 = 291.

Ahora calculamos ¢(Q) por la férmula de representaciéon matricial de un funciona lineal:

6
PQ) =lQe=1[-2,-9-42]| =1 | = —1249+204=291. v O
—7
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6. Ejemplo: coordenadas de un funcional lineal M3(R) — R.
Sea ¢: My(R) = R,

[. Demostrar que ¢ es un funcional lineal.

II. Calcular las coordenadas de ¢ respecto a la base I' = (71, 72,73,74), donde T es la
base dual a la base canénica € = (Fy 1, By 2, Ea1, Ea2) del espacio Ma(R).

III. Para comprobacién calcular ¢(Y') de dos maneras diferentes: primero, por la regla
de correspondencia de ; luego, por la férmula p(Y) = ¢ Y.

)

Solucion. 1. Para demostrar que ¢ es lineal, usamos la definicién de ¢ y propiedades de
operaciones con matrices:

POX +Y)=[ -4, —5](AX +Y) [ _S}

=(A[ -4 5] X+][ -4, —5]Y)[ 6]
=A[ —4, —5]X[_g}+[—4, —5}Y[_g]
= Ap(X) + (V).

II. Aplicamos el funcional ¢ a las matrices Ey 1, E 2, a1, Ea o

10 6 [ 6]
[0 1][ 6] 6
O(E o) = [ —4, =5 } 00 o= [ 0, —4 } o= 8:
[0 0][ 6] [ 6]
@(EQ,I) = |: _4, —5 j| 1 0 _2 — |: _5’ O :| _2 — _30’
[0 0][ 6] 6
PBa2)=[ —4, =51 o 1 || o |=[0-5]| 5|=10
De aqui
—24
o = =247y + 8y — 3073 + 1074, esto es, or = _33
10
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II1. Para la matriz dada
v 8 —3
T -1 5

calculemos ¢(Y") de dos maneras diferentes. Por la regla de correspondencia de ¢:

= 1[5 2][ 8]= 1 men [ 0]

=] -27, -13 | { _g } = —162 + 26 = —136.

Usando la representacion matricial de ¢:
e(Y) =Y, =] —24, 8, —30, 10 |

=—-192-24+30450 =—-136. VvV
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7. Ejemplo: coordenadas de otro funcional lineal M5(R) — R.
Hacer la tarea del ejemplo anterior sin demostracion de la linealidad para el siguiente
funcional lineal p: My(R) — R,

EERID)]

Hacer la comprobacion con la siguiente matriz Y:

v-[2 1]

Solucion. 1. Aplicamos ¢ a los elementos de la base canénica de Mj(R):

7 37[1 0] [ 7 0
90(E1,1)—tr(_ 8 11 |0 0_)‘“(_ 8 0])__7’
[ —7 3770 1] [0 —7
SO(ELQ_”(_ s 110 0_)‘“(_0 8}>_8’
[ —7 3770 0] 30
SO(Eﬂ)_”( s 11 |1 0_)_“(_11 OD_?)’
[ —7 3770 0] [0 3
90(E23)_tr<_ 8 11 ]| 0 1_)‘“(_0 11])—11'
De aqui
7
8
@ = —Ty1 + 8y + 3v3 + 1174, Oy = 3 |-
11

I1. Comprobacion.

- 32 )
o (| 525 SV )) = ([0 8])-we

Por otro lado,

-9
e(Y)=pYe =] -7, 8, 3, 11] :;" =63-32—-6+77=102. V O

7
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