
Coordenadas de un vector respecto a una base

Objetivos. Demostrar que todo vector se puede descomponer de manera única en una
combinación lineal de elementos de una base fija. Demostrar que esta propiedad es una
propiedad caracteŕıstica de bases.

Requisitos. Base, conjunto generador, vectores linealmente independientes.

1. Nota sobre la terminoloǵıa (base := base ordenada). En algunos cursos y
libros de Álgebra Lineal se consideran dos tipos de bases en espacios vectoriales: bases
no ordenadas (conjuntos) y bases ordenadas (listas). En este curso trabajamos solamente
con bases ordenadas y las llamamos simplemente bases.

2. Proposición (coordenadas de un vector respecto a una base). Sea V un EV/F,
sea B = (bk)nk=1 una base de V y sea v ∈ V . Entonces existe una única tupla de escalares
x =

[
xk
]n
k=1
∈ Fn tal que

v =
n∑

k=1

xkbk. (1)

Demostración. Según la definición de base, B es linealmente independiente y `(B) = V .
La igualdad `(B) = V significa precisamente la existencia de coeficientes x1, . . . , xn tales
que se cumple (1).

Demostremos la unicidad. Supongamos que x, y ∈ Fn son algunas tuplas de coefi-
cientes tales que

v =
n∑

k=1

xkbk y v =
n∑

k=1

ykbk.

Restando estas dos igualdades y aplicando la ley distributiva obtenemos que

n∑
k=1

(xk − yk)bk = 0.

Como los vectores b1, . . . , bn son linealmente independientes, todos los escalares xk − yk
son cero, esto es, xk = yk para todo k ∈ {1, . . . , n}.

3. Definición (vector de coordenadas de un vector respecto a una base). Sea V
un EV/F, sea B = (bk)nk=1 una base de V y sea v ∈ V . Entonces el vector x ∈ Fn tal que

v =
n∑

k=1

xkbk

se llama vector de coordenadas de v respecto a la base B y se denota por vB.
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Resulta que la propiedad escrita en la proposición anterior es una propiedad caracteŕıstica
de bases.

4. Proposición (criterio de base en términos de la descomposición única de
vectores). Sea V un EV/F y sea B = (bk)nk=1 una lista de vectores en V . Supongamos
que para todo v ∈ V existe una única tupla de escalares x ∈ Fn tal que

v =
n∑

k=1

xkbk.

Entonces B es una base de V .

Demostración. Primero notemos que para todo v ∈ V existe una tupla de escalares x ∈ Fn

tal que v =
∑n

k=1 xkbk. Esto significa que `(B) = V . Falta demostrar que B es linealmente
independiente. Supongamos que λ1, . . . , λn ∈ F y

n∑
k=1

λkbk = 0.

Por otro lado, poniendo µk = 0 para todo k, tenemos que

n∑
k=1

µkbk = 0.

Hemos escrito el vector 0 como combinación lineal de los vectores b1, . . . , bn de dos mane-
ras: 1) con coeficientes λk y 2) con coeficientes µk. Pero la representación debe ser única,
aśı que λk = µk = 0 para todo k ∈ {1, . . . , n}.

5. Ejemplo. Sean b1, b2 los siguientes dos vectores de R2:

b1 =

[
3
5

]
, b2 =

[
−1

4

]
.

Usando la proposición anterior demostrar que la lista B = (b1, b2) es una base de R2.

Solución. Sea x ∈ R2. Demostremos que existe un único par de escalares y ∈ R2 tal que
x = y1b1 + y2b2. La última igualdad es equivalente al siguiente sistema para las incógnitas
y1, y2: [

3 −1 x1
5 4 x2

]
...
−→

[
1 0 4x1+x2

17

0 1 −5x1+3x2

17

]
.

El sistema tiene una única solución la cual se llama el vector de coordenadas de x respecto
a la base B:

xB =

[ −5x1+3x2

17

4x1+x2

17

]
.

Como el vector x era arbitrario, B es una base de R2.
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