Congruencia de matrices reales simétricas

Objetivos. Conocer el concepto de matrices congruentes (en el caso de matrices reales
simétricas).

Requisitos. Matriz asociada a una forma cuadratica, cambio de la matriz asociada a una
forma cuadratica al cambiar la base del espacio, unicidad de la representacion matricial de
una forma cuadratica, reduccién de una forma cuadratica a su forma candnica, definicion
geométrica de los indices de inercia, teorema de los indices de inercia.

1. Repaso. Repase todos los conceptos mencionados en los Requisitos.

Correspondencia entre las matrices reales simétricas
y las formas cuadraticas

2. Matrices reales simétricas (notacién). Denotemos por SM,,(R) al conjunto de
las matrices reales simétricas de orden n:

SM,(R) = {A e M,(R): A" = A}.
Se sabe que SM,,(R) es un subespacio vectorial del espacio M,,(R).

3. Forma cuadratica asociada a una matriz real simétrica. Sea A € SM,(R).
Definimos las funciones f4: (R™) x (R") - Ry ga: R” — R mediante la siguiente regla:

falz,y) =" Ay, qa(z) =" Ax.
Entonces f4 es una forma bilineal simétrica sobre R™ y g4 es la forma cuadratica generada
por fa.

4. Matriz asociada a la forma cuadratica asociada a una matriz real simétrica.
Sea A € SM,,(R) y sea £ la base candnica de R". Entonces por el teorema de la unicidad
de la representacién matricial de una forma bilineal obtenemos que

(qa)e = (fa)e = A.

5. Propiedades de la correspondencia entre las matrices reales simétricas y las
formas cuadraticas. El mapeo Z: SM,,(R) — Q(R™) definido como Z(A) := g4 es un
isomorfismo lineal.

6. Indices de inercia de una matriz real simétrica. Sea A € SM,(R). Entonces
los indices de inercia de A se definen como los indices de inercia de la forma cuadratica
asociada a la matriz A:

r(A) =), r(A) = ().
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Congruencia de matrices reales simétricas

7. Definicién (congruencia de matrices simétricas). Sean A, B € SM,,(R). Si dice
que A y B son congruentes (notacién: A = B) si existe una matriz invertible P € M,,(R)
tal que B = PTAP.

8. Ejercicio (la congruencia de matrices simétricas es una relacién de equiva-
lencia). Demuestre que la relacién = es reflexiva, simétrica y transitiva.

La siguiente proposicion explica para qué puede servir el concepto de la congruencia de
matrices reales simétricas.

9. Matrices asociadas a una forma cuadratica con respecto a dos bases son
congruentes. Sea V' un espacio vectorial real de dimensién n, sea ¢ € Q(V) y sean Ay
B bases de V. Entonces

qa = gs.

Demostracion. Sigue directamente de la féormula de cambio de la matriz asociada a una
forma cuadratica al cambiar la base de espacio. O

10. Forma matricial del teorema de la diagonalizacion de las formas cuadrati-
cas: toda matriz real simétrica es congruente a una matriz diagonal con en-
tradas 1, —1 y O en la diagonal principal. Sea A € SM,,(R). Entonces existe una
matriz invertible P € M,,(R) y una matriz diagonal D de la forma

D = diag(1,...,1,-1,...,—1,0,...,0)
—_—— ——
p m
tal que A= PTDP.
Demostracion. Sigue del teorema de la diagonalizacién de las formas cuadraticas. O]

11. Observacién. Por el teorema de los indices de inercia, los nimeros p y m de la
Proposicién anterior coinciden con los indices de inercia de la matriz A:

p:r+(A), m:r*(A)'

12. Toda matriz invertible es una matriz de transicién (repaso). Sea V' un espacio
vectorial real de dimension n, sea P € M,,(R) una matriz invertible y sea A una base de
V. Entonces existe una tnica base B del espacio V' tal que P = Py .

Idea de demostracion. Denotamos los elementos de la base A por aq,...,a, y definimos
el sistema de vectores B = (by,...,b,) de la siguiente manera:

n
bj =Y Pja.
i=1
Como la matriz P es invertible, se puede demostrar que B es una base de V. De la
definicién de la matriz de transicién sigue que B es la tnica base del espacio V' tal que

P=Pup. O
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13. Lema: Si dos matrices reales simétricas son congruentes, entonces son
matrices asociadas a una forma cuadratica con respecto a dos bases. Sean
A, B € SM,(R) tales que A = B. Entonces existe una forma cuadratica ¢ € Q(R") y dos
bases A, B del espacio R" tales que

A=qu, B=gs
Demostracion. Sea P € M,,(R) una matriz invertible tal que
B=PTAP.

Pongamos A = £, definimos B como la base R" tal que P = P¢ 5 y consideramos la forma
cuadratica ¢ = qa:
Vr € R" q(z) = 2" Ax.

Entonces g4 = Ay qz = B. O

14. Lema: Si dos matrices diagonales simétricas normalizadas son congruentes,
entonces son iguales. Sean Dy, Dy € M, (R) matrices diagonales de la siguiente forma:

Dy = diag(1,...,1,-1,...,—1,0,...,0), Dy=diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).
—_—— —— —_—— ——

p1 mi P2 mo

Sea D; = Dy. Entonces Dy = Ds.

Demostracion. Por el lema anterior Dy y Dy son matrices asociadas a una forma cuadrati-
ca con respecto a dos bases. El teorema de los indices de inercia dice que p; = ps y
my = ms. Por la forma de las matrices Dy y Dy esto significa que Dy = Ds. O

15. Proposicién (criterio de la congruencia de matrices reales simétricas). Sean
A, B € SM,,(R). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A= B.
(b) 11 (A) =1 (B) vy r(A)=r_(B)
Demostracion. Por la Proposicion (10| (que es otra forma del teorema de la diagonalizacién

de las formas cuadraticas) existen matrices diagonales Dy y Dy como en el lema anterior
tales que A = Dy, B = D,

ry(A) =p, r_(A) =m, ry(B) = ps, r_(B) =ma.
De la forma de las matrices Dy y D, sigue que
D1 = D, — Pr=p2 N mp=ma.
Por la transitividad de la relacion =,
A= B <= Dy = Ds.
Ahora vemos que las condiciones (a) y (b) son equivalentes:
A= B “— D, = D, <~ (p1=p2) A (mg=my). O

16. Ejercicio. Cuente el nimero de las clases de congruencia en SM,,(R) en el caso
n = 2, luego en el caso n = 3.
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Equivalencia de formas cuadraticas

17. Definicién (equivalencia de formas cuadraticas). Sean V; y V5 espacios vecto-
riales reales de la misma dimensién n, sean ¢; € Q(V1) y g2 € Q(V5). Se dice que q1 v @2
son equivalentes y se escribe ¢; ~ ¢ si existe una base A de V; y una base B de V5 tales
que

(Q1)A = (Q2)B-

18. Ejercicio: probar que es una relacion de equivalencia. Demostrar que esta
relacion binaria ~ es reflexiva, simétrica y transitiva.

19. Criterio de la equivalencia de las formas cuadraticas. Sean V) y V; espacios
vectoriales reales de la misma dimensién n, sean ¢; € Q(V1) y g2 € Q(V3). Entonces:

Q1 ~ G — ro(q) =14(q2) A 1-(@1) =1-(q2)
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