Cambio de base

Objetivos. Estudiar la relacion entre las coordenadas de un vector en dos bases.

Requisitos. Definicién de una base, multiplicaciéon de una matriz por un vector, delta de
Kronecker.

1. Definicién (vector de coordenadas de un vector en una base). Sean V un
EV/F, B = (by,...,b,) una base de V' y v un vector de V. Como B es una base, existe
una tupla
T
r=1|... | €eF"
Tn

tal que
v = Z x]’b]’.
j=1

El vector columna
x1

T

se llama vector de coordenadas del vector v en la base B y se denota por vg o [v]g.

Matriz de cambio de base

2. Definicién (matriz de transicién = matriz de cambio de base). Sean A =
(a1,...,a,) y B = (by,...,b,) bases de V. La matriz de transicion de A a B llamada
también matriz de cambio de A a B es la matriz n X n cuyas columnas son vectores
columnas de las coordenadas de los vectores by, ...,b, en la base A:

Pas=[(0)ar- - (bn)al.

3. Otra forma de la definicién. Sean A = (ay,...,a,) y B = (by,...,b,) bases de V.
Para todo j € {1,...,n} denotemos por ty;,...,t,,, a las coordenadas del vector b; en

base A: .
bj = Zti,jai. (1)
=1

Entonces la matriz [tm]n _, se llama matriz de transicién de A a B y se denota por Py g:

2%
PA7B = [tid}n

ig=1"
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4. Ejemplo. Sea V un EV de dimensién 2, B = (aj,a2) vy B = (b1, be) bases de V.
Supongamos que
b1 = 3@1 — 4@27 bg =a; + 5&2.

31
)

5. Observacion. En la igualdad escribamos el producto del vector por escalar en otro

Entonces

orden: .
bj = Z aitij,
i=1
La igualdad obtenida significa que el renglén que consiste en los vectores (by,...,b,) es
igual al producto del renglén (ay, ..., a,) por la matriz Py g:

(bl, .. 7bn> = ((1,1, c. ,an)PA’B.

De manera breve,

B= APz

6. Proposicién (cambio de coordenadas al cambiar la base). Sean A, B bases de
V, v e V. Entonces

VA = PA,BUB'

., n
Demostracion. Sea Pap = [tijzl, esto es,

VQ S {1,,71} bj :Zti’j&i'
i=1

n
=1’

Sea v 4 = [a:z] vg = [yj}?zl. Entonces

v= ybi=>_ (Z tz‘J?Jj) Qj-
j=1

i=1 \j=1

Por otro lado,
n
v = E €T;A;.
i=1

Las coordenadas del vector v en la base A se determinan de manera unica, por lo tanto
n
ViE{l,...,n} :U’i:zti,jyj'
j=1

Pero esto significa que v4 = P4 gUp. O]
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7. Ejemplo. En el espacio P;(R) los polinomios ey(z) = 1 y e1(z) = z forman la ba-
se candnica &, y los polinomios fo(z) = —1 + =, fi(z) = 2 — x forman otra base F.
Consideremos el polinomio h = 3 f, + fi.

S I HE

En realidad, h(z) = 3(—=1+z) 4+ (2 — ) = —1 4 2z, esto es, h = —ep + 2¢;.

Unicidad de la matriz que representa el cambio de coordenadas

8. Lema. Sea A € M, ,(F) y sea ¢ € {1,...,n}. Denotemos por e, al vector del espacio
F" cuya g-ésima componente es 1 y todas las demés son 0:

n
€q = [5%]']]-:1'
Entonces el producto Ae, es igual a la g-ésima columna de la matriz A:
Ae, = Ay

Demostracion. Apliquemos la definicion del producto de una matriz por un vector y la
propiedad principal del simbolo de Kronecker:

(Aeg)i =Y Aijleg); =D Aijdg; = Aig.
j=1 j=1
El indice ¢ € {1,...,n} es arbitrario, por lo tanto Ae, = A, .. a

9. Ejemplo.

HeiE]

10. Proposicién (criterio de la igualdad de dos matrices). Sean A, B € M,, ,,(F)
tales que Ax = Bz para todo x € F". Entonces A = B.

Demostracion. Elijamos arbitrariamente ¢ € {1,...,n} y pongamos z = e, = [6%]}?:1.
Entonces

A,y =Ax = Bx = B, .
Como ¢ es arbitrario, A = B. n
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11. Proposicién (unicidad de la matriz que representa el cambio de coordena-
das). Sean A, B bases de V. Supongamos que M € M, (F) es una matriz tal que para
todov e V

VA = MUB.

Entonces Py = M.

Demostracion. Usemos la hipotesis de la proposicion y la formula del cambio de coorde-

nadas:
Muvg = PA,BUB Yo e V. (2)

Para todo x € F" existe un v € V' tal que vg = z:

n
v = E Z’jb]’.
j=1

Por lo tanto podemos escribir de la siguiente manera:
Mz = Pypx Vo € F".

Aplicamos el criterio de igualdad de matrices y obtenemos que M = Py g. O

12. Teorema (sobre la composicién de cambios de base). Sean A, By C bases de
un espacio vectorial V. Entonces

Pac = PapPse.
13. Observacién. Sea B una base de V. Entonces es facil ver que Pgp = 1.

14. Corolario. Sean A y B bases de V. Entonces

Pga= Py
15. Ejercicio. Demostrar el teorema y el corolario.

16. Ejercicio. En el espacio R? consideramos la base canénica £, otra base F = (f1, fo, f3)
y un vector v:

3 2 —2 5
f1: —6 ) f2: —1 ’ f3: 3 ) v = 1
2 3 —2 5

Escriba Pg r, calcule Prg y haga la comprobacion: Pgs sPre = 1. Calcule vy por la
féormula vy = Prgve v haga la comprobacién por la féormula ve = Pe rvur.
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17. Ejemplo. Sea £ la base canénica del espacio R? y sea B la base que consta de los
vectores dados by, by, bs. Escriba la matriz de cambio Fg 3, calcule la matriz de cambio
Pg ¢ y haga la comprobacion: Ps gPg e = I5.

1 1 1
bl: 2 ) b2: 1 ) 63: 1
4 2 1

Solucién. Como & es la base candnica, ve = v para todo v € R3. Por ejemplo,

1
b1 = 161 + 262 + 463, (bl)g = 2 = bl.
4
Por la definicion de la matriz de cambio de base,
111
Pep = [(b1)e, (bo)e, (b3)e] = | 2 1 1
4 2 1
Calculamos la matriz Pgs = Pe p:
[ 1 1 1|1 0 0 Bt=—2r [1 1 1| 1 0 O
21 1|0 1 0| f==2 g 1 —1|—2 1 o | =t
42 1|0 0 1 0 -2 —3|—-4 0 1
1 1 1] 1 007 Ri4=—nr [1 0 O0O|=1 10
0 1 1| 2 —1 0| Bt=2F g 1 1| 2 —1 o | Ber=t
0 -2 -3|—-4 01 00 —1| 0 —2 1
1.0 0|—-1 1 0 1 00/=-1 1 0
01 1] 2 —1 o] =" 1010 2 =3 1
|00 1] 0 -1 001l 0 2 —
Respuesta:
-1 1 0
Pge = 2 -3 1
0 2 —1
Comprobacién:
1 1 1 -1 1 0
PepPge= |2 11 2 -3 -
4 21 0 2 -1
[ —14+240 1-34+2 04+1—1 1 00
= | —24+24+40 2-3+2 0+1—-1|=]010 v O
| —4+4+0 4-6+2 0+2—1 00 1
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18. Ejemplo. Sean £ y B las bases R?® definidas en el ejercicio anterior, y sean u, w
vectores de R? tales que

3 —1
us= 1|2 |, wg = 2
0 0

Calcular ug y we, calcular (u—w)e como ug — weg, calcular (u —w)p como ug —wg. Hacer
la comprobacién:
(u - w)g = Pg’3<u - w)g.

Solucion. Primero calculemos ug y we:

[ -1 1 0 3 —3+2+0 —1
UB:P&gUg: 2 =3 2 = 6-6+0 = 0
0 2 -1 o 0+4+0 4
(1 11 -1 —1+24+0 1
wg:ngguB: 2 11 2 | = —24+240| =10
(42 1 0 44440 0

Ahora podemos las coordenadas de la diferencia respecto a ambas bases:

3 1 2
(u_w)SZUS_UJE: 21 —-10=121;
| 0 0 0
[ —1 -1 0
(u—w)p =ug —wp = 01| — 2 | =1 -2
| 4 0 4
Comprobacién:
1 11 0 0—-—2+14 2
ngg(u—w)lg: 2 11 —2 = 0—2+4+4 = 2 :(U—w)g. v O
4 21 4 0—4+4 0
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