Construccion de una sublista basica
de una lista de vectores

Objetivos. Dada una lista de vectores ay, ..., a, en Q" o P,(Q) o M,,,(Q), aprender
a construir una sublista basica a;,, ..., a;.. Notemos que esta sublista basica sirve como
una base del subespacio generado por los vectores originales aq, ..., a,.

Requisitos. Operaciones elementales, algoritmo de eliminacion de Gauss—Jordan, con-
cepto de combinacion lineal, concepto de vectores linealmente independientes.

1. Ejemplo. Encontrar una sublista basica de la siguiente lista de vectores:

3 -3 4 2
ay = —4 y a9 = 4 y as = -3 , Qg4 = -5
2 -2 5 —1

Expandir los demas vectores por los elementos de la sublista basica encontrada. Hacer la
comprobacion.

Solucion. Consideremos la matriz del sistema de vectores dado. Transformemos esta ma-
triz en una matriz pseudoescalonada reducida:

3 -3 4 2 1 -1 -1 3 Ro +=4R;
4 4 -3 —p | BTy oy g o5 | [etE2
2 -2 5 -1 2 -2 5 -1
[1 —1 —1 37| f®+=R [1 —1 -1 3 1 -1 0 2
Rayx=—3 Ri+=Ry
0 0 —7 7| —— | 0 0 1 -1 | ——= 10 01 -1
_0 0 7T =T 0 0 0 0 0 00 0

En la ultima matriz las columnas 1 y 3 (que contienen los elementos pivotes) son lineal-

mente independientes, y las columnas 2 y 4 son combinaciones lineales de las columnas 1
y 3

—1 1 0 2 1 0
0l=-1]0]+0]1], —1|=2{0]|-1]1
0 0 0 0 0 0

Las mismas dependencias son validas para las columnas de la matriz inicial, esto es, para
los vectores aq, as, as, ay.

Respuesta: r(ay,as,a3,a4) = 2, los vectores a; y as forman una sublista bdsica, los
vectores as vy a4 son sus combinaciones lineales:

ag = —ayq, ay = 2(11 — Q4.
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Comprobacién:

3 -3
—a=—| -4 | = 4 | = ao, v
2 -2
3 4 6—4 2
20 —az3=2| 4| —| 3| =| 84+3 | =]| =5 | =a4. v ]
2 5 4—-5 -1

2. Ejemplo. Encuentre una sublista bésica de la siguiente lista de vectores:

1 3 3 -2
ap = —2 s a9 — 1 s as = -5 s ay = 4
0 1 —2 1

Expanda los demas vectores por los elementos de la sublista basica encontrada. Haga la
comprobacion.

Demostracion. Consideremos la matriz cuyas columnas son los vectores dados y la trans-
formemos en una matriz pseudoescalonada reducida:

13 3 -2 1 3 3 —27 Ri+e—3re
2 1 -5 4| =20 7 o1 o | B2,
01 -2 1 01 -2 1

[1 —18 0 —2 1 12 0 0

0 71 o= 710

0 150 1 015 0 1

La ultima matriz es pseudoescalonada reducida. En esta matriz las columnas con indices 1,
3, 4 son linealmente independientes, y las columna 2 es su combinacion lineal. Las mismas
relaciones tenemos entre las columnas de la matriz inicial, esto es, entre los vectores
ai,a9,03, Q4.

Respuesta: r(ay, as, az,aq) = 3, (a1, a3, a4) es una sublista basica de (aq, as, as, ay),

g = 12@1 + 7(13 + 15&4.

Comprobacion:
1 3 —2 12421 — 30 3
122 =2 | +7| =5 | +15 4 | =] -24-354+60 | =|1]. V ]
0 -2 1 0—-14+15 1
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3. Ejemplo (encontrar una sublista bésica de una lista de matrices). Hallar una
sublista béasica de la lista de matrices Ay, Ay, A, Ay, A5 € M3(Q). Escribir las demds
matrices como combinaciones lineales de las matrices que forman esa sublista basica.
Hacer las comprobaciones.

11 2 2 2 1
A1:|:_1 1:|7 A2:|:_2 2:|7 A3:|:_3 O:|7

3 4 ~1 2
A4:{—2 5}’ A5:{ 45}‘

Solucién. Las operaciones lineales con elementos de Mj(Q) se hacen por componentes,
por eso podemos tratar las matrices originales como elementos de R*. Formamos una
matriz 4 x 5 de las columnas correspondientes y la transformemos en una matriz pseudo-
escalonada reducida:

1 2 2 3 -1 ) 1 -2 0 =5 =5
1 2 1 4 9of BrTae 1 21 4 2
1 -2 -3 -2 4 I 2 40 10 10
1 2 0 5 5 1 20 5 5
pa=re [000 0 0
REAZHE 0o 01 -1 —3
000 0 0
120 5 5
B

Obtuvimos una matriz pseudoescalonada reducida B. En la matriz B las columnas 1 y 3
son linealmente independientes, y las columnas 2, 4 y 5 son sus combinaciones lineales:

B*,Q = 2B*,17 B*,4 = 5B*,1 - B*,B, B*,5 = 5B*,1 — 3B*73.

Las mismas relaciones se tienen entre las matrices originales.

Respuesta: (A, A3) es una sublista basica de la lista original (A, Ay, A3, Ay, As),
AQ - 2A1, A4 - 5A1 - Ag, A5 == 5A1 - 3A3

Comprobacién:
2A1_2{_} H_[_g ;:_AQ; v
NN
5A1—3A3_l_§ E]Jﬂ_g _g::{_iﬂ:& v O

Construccion de una sublista basica de una lista de vectores, pagina 3 de 4



4. Ejemplo (construir una base del subespacio generado por un conjunto finito
de polinomios). Construir una base B del subespacio de P3(Q) generado por los poli-
nomios f1, fo, f3, f1, f5. Representar cada uno de los polinomios fi, fo, f3, f1, f5 como una
combinacion lineal de los elementos de la base construida B y hacer las comprobaciones.

fi=5+20+322+22%  fo=2+4x—222+32%,  fy =4+ 2+ 32+ 327,
fi =44 20+ 22% + 2, fs =5+ 4 + 2% — 32°.
Solucion. Para construir una base de £(f1, ..., f5) encontremos una sublista bésica de la

lista fi,..., f5. Formamos la matriz de los coeficientes de fi,..., f5 vy la transformamos
en una matriz pseudoescalonada:

5 244 57 Ri4e—tm [ =3 —14 0 —4 —11
9 41 2 4| BiZoiR 2 41 2 4| Ryi-_ns
3 -2 32 1 | -3 14 0 —4 —11 ’
(2 331 -3 4 -9 0 —5 —15
[ -3 —14 0 —4 —117] R +=3Rs 0 —29 0 -1 1
9 41 2 4| BB L0 14100 4| mae—a
1 50 1 4 11 =50 1 4
| 4 -9 0 -5 —15 0 —29 0 -1 1
[0 29 0 1 -1 0 29 0 1 -1
0 141 0 —4| B=a" 1o 1410 -4
1 50 1 4 11 =34 00 5
(0 29 0 -1 1 0 000 0

Respuesta: (fi, f3, f1) es una base de ¢(fi,..., f5). En particular, fy y f5 son combina-
ciones lineales de fi, f3, fa:

fo==34f +14f5+29fs,  fs =0/ —4fs — fu

Comprobacién:

—34f1 +14f; + 294 = (—170 — 68z — 1022” — 682°)
+ (56 + 14z + 422° + 422°)
+ (116 + 58 + 58z% + 292°)
:2+4x—2x2+3x3:f2; v

5f1 —4fs — f1 = (25 + 10z + 152° + 102?)

+ (=16 — 4z — 122 — 122%)
+ (=4 — 2z — 227 — 2%)
=544+ -32°=f;. O
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