Construccion de bases de subespacios (ejemplos)

Objetivos. Aprender a construir una base de un subespacio cuando las condiciones que
determinan el subespacio se convierten en ecuaciones lineales homogéneas para coordena-
das de vectores.

Requisitos. Construccién de una base del conjunto soluciéon de un sistema de ecuaciones
lineales homogéneas, base, coordenadas, espacios M,, ,,(R) y P,(R).

1. Ejemplo (construccién de una base de un subespacio de polinomios). Se
considera el siguiente conjunto de polinomios:

S:={fePsR): f(-3)=0, f'(4)=0}.
Demostrar que S es un espacio vectorial y construir una base de S.

Solucion. 1. Se sabe que P3(R) es un espacio vectorial real. Demostremos que S es un
subespacio de P3(R). Apliquemos el criterio de subespacio.

Denotemos por 0p al polinomio cero (que tiene todos los coeficientes iguales a 0) y
demostremos que 0p € S. En efecto, 05 = 0p y

0p(=3) =0,  05(4) = 0p(4) = 0.

Probemos que el conjunto S es cerrado respecto a la adicién. Sean f,g € S. Por las
propiedades de la derivada, (f+g¢)" = f'+¢'. De la definicién de la suma de dos polinomios
sigue que (f + g)(p) = f(p) + g(p) para cualquier punto p € R. Por lo tanto,

(f+9)(=3) = f(=3) +9(=3) =0+ 0=0,
(f+9' @) ="+9)4) =4 +4(4)=0+0=0,

asi que f+g€S.

Probemos que S es cerrado respecto a la multiplicacion por escalares. Sean f € Sy A € R.
Por las propiedades de la derivada, (Af) = Af’, y de la definicién del producto de un
polinomio por un escalar sigue que (Af)(p) = Af(p) para todo punto p € R. Ahora es
facil ver que \f satisface las condiciones que definen S:

AN(=3) =Af(=3) =A0=0,  (Af)'(4) = (Af)(4) =Af(4) =0 =0.

Acabamos de demostrar que S es un subespacio de P3(R) y por lo tanto es un espacio
vectorial. Vamos a construir una base de S. El espacio P5(R) consiste en polinomos de la
forma

f(z) = ag + a17 + axx® + azz®.
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Escribamos las condiciones f(—3) = 0y f'(4) = 0 que definen el subespacio S en términos
de los coeficientes ag, a1, as, as:

ay — 3a1 + 9ay — 2Taz = O; (1)
a; —+ 8(12 + 36(13 = 0.

Tenemos un sistema de ecuaciones lineales homogéneas con las incégnitas ag, ai, as, as.
Aplicando operaciones elementales por renglones transformamos la matriz del sistema en
una matriz escalonada reducida:

1 _3 9 _27 R1 +=3R> ]. 0 33 81
0 1 8 36 01 8 36 |°

Escribimos la solucion general y construimos una base del conjunto solucion:

—33as — 8las —33 —8&81
—8ay — 36as _ —8 —36
a9 - ® 1 +as 0
as 0 1
Los vectores
—-33 81
_ -8 | =36
Uy = 1 3 Uy 0
0 1

forman una base del conjunto solucion del sistema de ecuaciones . Los polinomios
correspondientes forman una base de S:

fi(r) = =33 -8z + 2  folr) = —81 — 367 + z°.

Vamos a probar que fi, fo € S. Para calcular fi(—3), f{(4), f2(=3) vy f5(4), es comodo

utilizar la division sintética:

' 1| —8]-33 . 2] -8
=3 == o0 v W o
. 1| 0]—36]-81 . 3] 036
R(=3) —313 3] =27] 0 v (Y 773 2 0 v -
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2. Ejemplo. Costruir una base del siguiente espacio de polinomios. Hacer la comproba-
cién.

S={fePyR): f(-4)+5f(—4)=0).

Solucion. La forma general de los elementos de Py (R) es f(x) = ag + a1z + asz?. Para un
polinomio f de esta forma,

f(z) = a; + 2asx, f'(—4) = a; — 8as, f(—4) = ag — 4a; + 16a,,

f'(—4) +5f(—4) = (a1 — 8az) + 5(ag — 4a; + 16as) = Sag — 19a; + 72a,.

La condicién f'(—4)+5f(—4) = 0 es equivalente a la siguiente ecuacién lineal homogénea
con las incégnitas ag, a, as:
5(10 - 19(11 + 72&2 = 0. (2)

Despejamos ag tratando a; y as como variables libres:

19 72
agy = —a; — —a
0= 51— a2
Solucién general del sistema:
19 72
E W |19 W | 72
aq = —1 5 +_2 0
Slol] 2| 5
az
ul u

Los vectores u; y us forman una base del conjunto solucion del ecuacién . Los polino-
mios correspondientes forman una base de S:

g1(z) =19 + 5z, g2(z) = =72 + 5a%
Hagamos la comprobacién que g1, gs € S:

= 5+ 5(19 + 5z) = 100 + 25z,
=100—100=0;

gi(x) + 591 (x
g1(—4) + 5g1(—4
g5(x) + 5ga(x
gy(—4) + 5g2(—4

= 10z + 5(—72 + 52%) = —360 + 102 + 2527,
—360 — 40 4+ 400 = 0. v O

~— ~—r ~— ~—
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3. Ejemplo (construccién de una base de un subespacio de matrices). Construir
una base de S, donde S consiste en todas las matrices reales 2 x 2 que conmutan con la

matriz
-3 4
A_{ ’ 5].

S ={X € MyR): AX — XA =0y,}.

En otras palabras,

Solucion. Cualquier matriz X del espacio Ms(R) se puede escribir como
X = { o1 ] .
T3 T4
Calculamos la matriz AX — X A que se llama el conmutador de las matrices A y X:

AX — XA — [ —3x1 +4x3 —3x9 + 4x4 } B { —3x1 4+ 2x9 4x1 + dxo

2561 + 5LU3 2562 + 5:34 —32U3 + 2I4 45(?3 + 5LE4

B —2x9 + 413 —4x7 — 8xy + 414
o 21‘1 + 81‘3 — 2!L‘4 21’2 — 4l‘3 '

La condicién AX — X A = 05,5 se convierte en el siguiente sistema de ecuaciones lineales
homogéneas:

— 229 + Adxzj = 0
—4x; — 8zg + 4z, = 0; (3)
2131 + 8%’3 - 25(34 = 0,
21’2 - 4[)’23 = 0.
Resolvamos este sistema:
Ry x=-1/2
0 -2 4 0] fe=-14 1701 -2 0
R3x=1/2 =
4 -8 0 4| mIUs |12 0 -1 Bz
2 0 8 —2 1 0 4 -1
i 0 2 —4 0 01 -2 0
[0 1 —2 0 01 -2 0
]_ O 4 _]. R3s+=—Ro 1 0 4 _1
1 0 4 -1 00 0 0
_O 0 0 0 0 0 0
Solucion general:
—4.21334-1’4 —4 1
2:13'3 o 2 + 0
T3 - 1 T4 0
Ty 0 1

—_—— =

ul u
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Los vectores uj,us € R* forman una base del conjunto solucién del sistema . Las
matrices correspondientes forman una base de S:

—4 2 10
() B F

Comprobemos que U, U, € S. Notemos que Us; es la matriz identidad y conmuta con
cualquier matriz, en particular con A. Probemos que U; conmuta con A:

e[ -3 (2]

10| 25 340 440 3 4
(-3 41[-4 2] [1244 —6+0] [ 16 -6
AUl_{ 25“ 10}_{—8+5 4+0}_{—3 4]' -
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4. Ejemplo. Costruir una base del espacio
S={X e My(R): tr(XA)=0},
donde A es la matriz dada. Hacer la comprobacién.
—4 -3
as] )
Solucién. La forma general de los elementos de Ms(R) es

xo[nm)

T3 T4
Calculemos XA y tr(XA):

XA = 1 T2 —4 -3 o —4ZL‘1 + T —31’1 + 4]72
o T3 T4 1 4 B —4233 + 24 —31’3 + 41’4

tr(XA) = —4x; + x9 — 3xg + 4ay.
Por lo tanto, X € S si, y sélo si,

—4xq1 + x9 — 313 + 424, (4)
Despejamos x5 tratando zq, x3, x4 como variables libres:
To = 4x1 + 3r3 — 4y.

Solucién general de la ecuacion (4)):

T 1 0 0

4[E1 + 31‘3 — 4.1}4 o 4 3 —4

s = X 0 +Z3 1 +x4 0

Ty 0 0 1
—— ——

5 u2 u3

Base de S:
1 4 0 3 0 —4
e R B i B P |

Comprobamos que Uy, Us, Us € S:

UlA = é H —4 _3} [0 13} tr(U;A)=04+0=0; Vv
[0 3 —4 -3
na=[03]]S][2 2 wma-soao ¢
0 —41[ -4 -3 —4 —16
e I e R I T
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