Ejemplos de construcciéon de bases en anuladores

Objetivos. Aprender a construir una base en el anulador de un subespacio generado por
vectores dados.

Requisitos. Espacio dual, anulador.

1. Ejemplo. Construir una base del anulador del conjunto ® = {1, p2, 3} y hacer la
comprobacién. Aqui los funcionales lineales @1, 9, 03 € (R?)* estdn definidos mediante
las siguientes féormulas:

o1(z) = x1 + dxe + 3w3 — day,
o) = o1 + 223 — 214,
903(516) = 221 + 429 + dx3 — 624.

Solucion. Denotemos por S al anulador del conjunto ®:

S = (I)O = {9017 P2, @3}0-

Por la definicion del anulador de un conjunto de funcionales, S consiste en todos los
vectores x del espacio R* que se anulan por los funcionales dados ¢, @9, 3:

S={zeR': ¢(z)=0, po(x) =0, @3(x) =0}.
En otras palabras,
zesS <= (pux)=0) A (@) =0) A (phis(z) =0)

r1 + 4xo + 3x3 — 4dxy = 0
<~ T + 2x3 — 2z4 = 0
21 + 4xy 4+ brs — 6x4 = O.

Escribimos este sistema de tres ecuaciones lineales homogéneas en forma matricial y lo
resolvemos con el método de Gauss—Jordan:

[ 1 4 3 -4 Ro+=-n 1 4 3 —4

102 —2|J==28h g 4 1 of ="l
245 6 0 -4 —1 2

1 4 3 —4 | Ri+=-3R, 1 -8 0 2

0 4 1 —2 | Bf=R oty 41 -2

0 -4 -1 2 0 00 0
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Solucion general:

8rg — 214 8
Lo 1

r= —4ZL’2 + 2%4 T —4 T
Ty 0

=N O N

u2

Los vectores u;, us forman una base de S = ®°. Comprobamos que u;, us € ®°:

e1(ur) 1(us) 143 | b
pa(u1) @aug) | =1]1 0 2 =2 4 9
p3(u1)  ps(u2) | 2 4 5 =6 01

[ 84+4—-1240 —-240+6-—4

| 840-840 -—240+4-2

| 164+4-2040 —4+0+10—6
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Los siguientes tres ejemplos forman una serie y muestran una de las propiedades més
importantes de anuladores: (A%)° = £(A).

2. Ejemplo. Construir una base ¥ del anulador de A = (a1, az, az) y hacer la compro-
bacién. Describir el subespacio £(.A) con un sistema de ecuaciones lineales homogéneas.

1 1 -1

—2 -3 1

ap= | —4 |, ay= | —4 |, az = 4
—1 1 3

2 3 -1

Solucién. Por definicién, A° consiste en todos los funcionales lineales ¢ tales que

p(a) =0, ¢lazs) =0, plaz)=0.

Denotemos por aq, as, as, o, as a las coordenadas de ¢ respecto a la base dual a la base
canénica de R®. En otras palabras, busquemos ¢ en forma

o(r) = a1x1 + Qo + a3r3 + ATy + asxs.

Entonces las condiciones ¢(a;) = 0, p(az) = 0, ¢(az) = 0 se convierten en el siguiente
sistema de ecuaciones lineales homogéneas para las incognitas oy, as, a3, ay, as:

a1 — 2062 — 4@3 - oy + 20(5 = 0;
a; — 3ay — 4daz3 + a4 + 3a5 = O
—Q7 —|— (0D —|— 4043 + 30&4 — ar = 0

Transformemos la matriz del sistema en una matriz pseudoescalonada reducida:

1 =2 —4 =1 27 Reae—r, [1 =2 —4 —1 2
1 =3 —4 1 3| BE=Bolog 1 0 201
0 21

-1 1 4 3 -1 0 —1

Ri1+=-2R> ]. 0 _4 _5 0

Jet=rfo g -1 0 21

O 0 0 00

Escribimos el conjunto solucion:

40[3 + 5054 0 4 5)
(0%)] 1 0 0
Qa3 = (2 0 + a3 1 + oy 0
Oy 0 0 1
g — 20./4 1 0 —2
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Las columnas obtenidas son columnas de coordenadas de ciertos funcionales respecto a la
base dual. Denotemos estos funcionales por 1y, ¥, 13:

0 4 )
1 0 0
(Y)r= 10|, (Ya)r=| 1], (¥3)r = 0
0 0 1
1 0 -2

También podemos escribir estos funcionales en forma explicita:
V1(x) = T2 + 5, Ya(z) = 4oy + w3, Y3(r) = Sy + 24 — 25.

La lista ¥ = (¢1, 19, %3) es una base de A°. Comprobemos que 9y, 1o, 93 € A°:

1 1 —1
Ui(ar) Yi(az) i(as) 01 00 1 -2 -3 1
Uo(ar) Un(as) a(as) | =14 0 1 0 0 —4 —4 4
Y3(ar) Ys(az) s(as) 500 1 —2 -1 1 3

2 3 -1

0-24+0+0+2 0-3+0+0+3 0+1+0+0-1 0
=|44+0-4+0+0 44+0-4+0+0 —4+0+44+04+0 =10
5+0+0-1-4 54+0+0+1-6 —-5+04+0+3+2 0

v

o O O
o O O
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3. Ejemplo (continuacién del ejemplo anterior). Sea W = (1,1, 13) la respuesta
del ejemplo anterior:

Uy (x) = x9 + 5, Vo(x) = 4oy + 3, V3(z) = by + x4 — 25.

Calcular una base B del anulador de ¥ y hacer la comprobacién. En este ejercicio
estd prohibido utilizar los vectores aq, as, as.

Solucion. Como en el Ejemplo [}, tenemos que resolver un sistema de ecuaciones lineales
homogéneas. Aqui la matriz ya es pseudoescalonada reducida:

Tl =~ O

1
0
0

Ty 1 0

—XT5 0 -1

T = —4x4 =x1 | =4 | +x5 0
—5x1 + 225 -5 2

1 0 1

Los vectores by, by forman una base B del subespacio ¥°. Comprobemos que by, by € W°:

1 0
Ui(br) i(be) (0100 1 0 —1
Ya(by) (b)) | =14 0 1 0 0 -4 0
Y3(b1) 3(ba) | 500 1 -2 -5 2

0 1

[ 0+0+0+04+40 0+0+0+0+40
=1 0+04+0+0+0 0+040+0+0 | =032 V O
| 0+0+0+0+0 04+0+0+0+0
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4. Ejemplo (continuacién de los dos ejemplos anteriores). Sean A = (a1, a9,a3) y
B = (b1, bs) sistemas de vectores de los dos ejemplos anteriores:

1 1 -1 1 0

—2 -3 1 0 -1

ay = —4 , g = —4 , a3 = 4 s bl = —4 > b2 = 0
—1 1 3 -5 2

2 3 —1 0 1

Escribir cada vector de A como una combinacién lineal de los vectores de B y viceversa.

Solucion. Juntamos las cinco columnas en una matriz. Para escribir cada vector de A
como una combinacion lineal de los vectores de B, transformamos la matriz en una matriz
pseudoescalonada reducida eligiendo pivotes en las columnas correspondientes a by y bs:

1 1 -1 1 0 11 -1 120
-2 =3 1 0 -1 Ry +=4R; Ry +=Rs 0 0 0 0O
4 —4 4 —4 o | Bat=dM, Hr=E2ol g0 000 0
—1 1 3 =5 2 0 0 0 00

2 3 —1 0 1 2 3 -1 0 1

De aqui se ve como expresar ai, as, az en términos de by y by:

a; = b1 + 2b2, a9 = bl + 3b2, a3 — —bl — bg.

Comprobacién:
[ 1] [ 0] [ 1]
0 -2 -2
b1 + 2b2 = —4 + 0 = —4 = aq; v
-5 4 -1
| 0 | 2 ] 2
[ 1] [ 0] [ 1]
0 -3 -3
b1 + 362 = —4 + 0 = —4 = a9; v
-5 6 1
| 0 | 3 ] 3
[ —1 ] [ 0] [ 1]
0 1 1
—b1 — bQ = 4 + 0 = 4 = as v
5 -2 3
| 0 | -1 | | —1
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Para expresar by, by como combinaciones lineales de aq, as, ag, juntamos las cinco co-
lumnas en una matriz y la transformemos en una matriz pseudoescalonada reducida eli-
giendo pivotes en las columnas que corresponden a los vectores aq, as, as:

1 1 -1 1 0 By +=2R, 1 1 -1 1 0
2 -3 1 0 —1| Riem |0 -1 -1 2 —1
4 -4 4 -4 o | B2l 0 0 0 0
-1 1 3 -5 2 0o 2 2 —4 2
2 3 -1 0 1 0o 1 1 -2 1
n n (1 0 -2 3 —1
Bk, |00 0 0 0
=2 lo0 0 0 0
00 0 0 O
01 1 -2 1
De aqui se ve que
b1 = 3&1 - 2@2, b2 = —ay + as.
También podemos observar que az = —2a; + as, pero esto no nos importa.
Comprobacién:
[ 3 —2 1
—6 6 0
3&1 - 2&2 = —12 + 8 = —4 = bl, v
-3 —2 -5
| 6 —6 0
[ —1 1 0
2 -3 -1
—a1 +ay = 4 ,—f- —4 = 0 = bg. v
1 1 2
| -2 3 1
Acabamos de demostrar que
ay, ag,az € £(by, by), b1, by € l(ay, az,as).
Esto significa que ¢(ay, az, ag) = €(by, bs). O

Recordando que B = (b, by) es una base de (A°)° comrendemos la moraleja de este cuento:

(A%)° = ¢(A).
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