
Álgebra II
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Nombre: Calificación:

Problema 1. 2 puntos.
En el espacio vectorial R2, con las operaciones usuales, se consideran los siguientes conjuntos
A y B. Dibuje cada uno de estos conjuntos en el plano euclideano y determine si éste es un
subespacio del espacio vectorial R2. Justifique la respuesta.

A = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 = |x2|}, B = {(x1, x2) ∈ R2 | 3x1 + 5x2 = 0}.

Problema 2. 2 puntos.
Sean u1, . . . , um algunos vectores del espacio vectorial Rn y sea A una matriz invertible.

I. Demuestre que si u1, . . . , um son linealmente independientes, entonces Au1, . . . , Aum son
linealmente independientes.

II. Demuestre que si u1, . . . , um generan a Rn, entonces Au1, . . . , Aum generan a Rn.

Problema 3. 2 puntos.
Construya una base del núcleo y una base de la imagen de la transformación lineal T : R4 → R4.
Haga comprobaciones.

T (x1, x2, x3, x4) = (−x1−x2 +x3 +x4, 3x1 +x2 +2x3 +x4,−x1 +3x2 +3x3 +3x4, 2x2 +x3 +x4).

Problema 4. 2 puntos.
Sea T : V → W un isomorfismo de espacios vectoriales, donde V es de dimensión finita. De-
muestre que W también es de dimensión finita y dim(W ) = dim(V ).

Problema 5. 2 puntos.
En el espacio vectorial R3, con las operaciones usuales, se considera la base ordenada B formada
por los siguientes vectores:

b1 = (1, 2,−1), b2 = (1, 1,−3), b3 = (2, 4,−1).

Construya tres funcionales lineales ϕ1, ϕ2, ϕ3 : R3 → R que formen la base dual a la base B.
Haga la comprobación, esto es, calcule ϕj(bk) para todos j, k ∈ {1, 2, 3}.
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Nombre: Calificación:

Problema 1. 2 puntos.
Definimos la operación binaria ⊕ : R2 × R2 → R2 mediante la regla

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1 + 5, x2 + y2 + 7).

I. Muestre que existe un único elemento u ∈ R2 neutro respecto a la operación ⊕.

II. Para cada elemento a de R2 encuentre un b ∈ R2 tal que a⊕ b = u.

III. Demuestre que el conjunto R2 dotado con la operación ⊕ y con la multiplicación por
escalares usual no es espacio vectorial real.

Problema 2. 2 puntos.
Para cada valor del parámetro p encuentre una base del espacio

S(p) = {x ∈ R3 : A(p)x = 0}, donde A(p) =

 2 −1 1
−1 1 p

1 −1 1

 .

Problema 3. 2 puntos.
En el espacio vectorial R3 están dados tres vectores:

b1 = (−1, 1, 1), b2 = (3,−2,−3), b3 = (2,−1,−1).

I. Compruebe que los vectores b1, b2, b3 son linealmente independientes. Denotemos por B a
la base ordenada formada por estos vectores y por E a la base canónica del espacio R3.
Encuentre la matriz de transición (en otras palabras, la matriz de cambio de base) y su
inversa. Haga la comprobación.

II. Explique por qué existe una única transformación lineal T : R3 → R3 tal que T (b1) = b1,
T (b2) = b2, T (b3) = 0. Calcule la matriz asociada a T respecto a la base ordenada B y
luego la matriz asociada a T respecto a la base canónica E .

Problema 4. 2 puntos.
Sean A y B dos matrices reales de tamaño n × n tales que su producto AB es una matriz
invertible. Demuestre que A y B son invertibles.

Problema 5. 2 puntos.
Sea V un espacio vectorial real y sea ϕ : V → R un funcional lineal no nulo. Demuestre que V
es la suma directa del núcleo de V y de la imagen de ϕ.
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Escuela Superior de F́ısica y Matemáticas del Instituto Politécnico Nacional.

Licenciatura en F́ısica y Matemáticas.

Nombre: Calificación:

Problema 1. 2 puntos.
Para cada valor del parámetro a calcule la dimensión del subespacio de R5 formado por las
soluciones del siguiente sistema homogéneo:

1 a a a a
a 2 a a a
a a 3 a a
a a a 4 a
a a a a a




x1
x2
x3
x4
x5

 =


0
0
0
0
0

 .

Problema 2. 2 puntos.
Denotemos por S al conjunto de las matrices reales antisimétricas 3× 3:

S = {A ∈M3×3(R) | A> = −A}.

Demuestre que S es un subespacio del espacio vectorial M3×3(R) y construya una base de S.

Problema 3. 2 puntos.
En el espacio vectorial R2 están dados dos vectores: α = (3,−2), β = (1, 4). Demuestre que
existe una única transformación lineal T : R2 → R2 tal que

T (α) = α, T (β) = 0.

Calcule la matriz asociada a esta transformación T respecto a la base ordenada B formada
por los vectores α y β. Luego calcule la matriz asociada a T respecto a la base canónica C
del espacio R2. Halle la imagen y el núcleo (kérnel, espacio nulo) de T . Explique el sentido
geométrico de la transformación T .

Problema 4. 2 puntos.
Sean V y W dos espacios vectoriales reales y sea T : V → W una transformación lineal.

a) Si T es inyectiva, demuestre que T transforma conjuntos l.i. en conjuntos l.i.

b) Si T es suprayectiva, demuestre que T transforma conjuntos generadores en conjuntos
generadores.

Problema 5. 2 puntos.
En el espacio vectorial M2×2(R) consideremos dos funcionales, tr y ϕ, definidos mediante las
siguientes reglas:

tr(A) = a+ d, ϕ(A) = b− c, donde A =

(
a b
c d

)
.

a) Encuentre las coordenadas de los funcionales tr y ϕ respecto a la base dual de la base
canónica de M2×2(R).

b) Construya una base del anulador del conjunto {tr, ϕ}.
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Nombre: Calificación:

Problema 1. 2 puntos.
En el espacio vectorial R3[x] consideremos el subespacio S generado por los polinomios dados
f1(x), . . . , f5(x):

f1(x) = 3 + 4x+ x2 + 3x3, f2(x) = 3 + 5x+ 2x2 + 2x3, f3(x) = 1 + x+ x3,

f4(x) = 2 + 4x+ 2x2 − 4x3, f5(x) = −3− x+ 2x2 − 3x3.

Construya una base ordenada B de S. Calcule las coordenadas de cada uno de los polinomios
f1(x), . . . , f5(x) respecto a B. Haga las comprobaciones correpondientes.

Problema 2. 2 puntos.
Sea n ≥ 2. En el espacio vectorial Rn, con las operaciones usuales, determine cuáles de los
siguientes subconjuntos son subespacios de Rn. Justifique la respuesta.

A = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x1 = xn}.

B = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x1x2 = 0}.

Problema 3. 2 puntos.
Consideremos la función T : M2×2(R)→M2×2(R) definida mediante la regla

T (X) = AX −XA, donde A =

(
3 −1
5 4

)
.

I. Demuestre que T es una transformación lineal.

II. Encuentre la matriz asociada a T respecto a la base canónica del espacio M2×2(R).

Problema 4. 2 puntos.
Sea V un espacio vectorial real y sean S1 y S2 algunos subespacios de V tales que su unión
S1 ∪ S2 también es un subespacio de V . Demuestre que S1 ⊆ S2 o S2 ⊆ S1.

Problema 5. 2 puntos.
Calcule el valor del siguiente determinante de orden n (la respuesta será una función de n y de
los parámetros a y b): ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a a . . . a
a a b b . . . b
a b a b . . . b
a b b a . . . b
...

...
...

...
. . .

...
a b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Nombre: Calificación:

Problema 1. 2 puntos.

I. Sean S1 y S2 subespacios de un espacio vectorial V . Demuestre que su suma S1 + S2 e
intersección S1 ∩ S2 también son subespacios de V .

II. En el espacio vectorial R2 encuentre dos subespacios S1 y S2 tales que su unión S1 ∪ S2

no sea subespacio de R2.

Problema 2. 2 puntos.
En el espacio vectorial Mn×n(R) consideremos dos subconjuntos:

S1 =
{
A ∈Mn×n(R) : A> = A

}
, S2 =

{
A ∈Mn×n(R) : A> = −A

}
.

Demuestre que S1 y S2 son subespacios deMn×n(R). Demuestre que el espacioMn×n(R) es la
suma directa de S1 y S2.

Problema 3. 2 puntos.
Consideremos la transformación lineal T : M2×2(R)→ R2,

T (X) = (X1,2 −X2,1, X1,1 +X1,2 +X2,1 +X2,2) (X ∈M2×2(R)).

I. Calcule la matriz asociada a T respecto a las bases canónicas de M2×2(R) y R2.

II. Calcule la matriz asociada a T respecto a la base ordenada F de R2 y la base ordenada
B de M2×2(R), donde F está formada por f1 = (0, 1) y f2 = (1,−1), B consiste de las
matrices B1, B2, B3, B4:

B1 =

(
1 0
0 0

)
, B2 =

(
0 0
0 1

)
, B3 =

(
0 1
1 0

)
, B4 =

(
0 1
−1 0

)
.

Problema 4. 2 puntos.
En cada uno de los siguientes dos incisos determine si los espacios V y W son isomorfos.
Justifique la respuesta. En el caso de una respuesta positiva costruya un isomorfismo.

I. V =M3×3(R), W = R3. II. V =M2×2(R), W = R3[x].

Problema 5. 2 puntos.
Denotemos por R3[x] al espacio de los polinomios de grado ≤ 3. Definamos dos funciones
ϕ, ψ : R3[x]→ R mediante las reglas

ϕ(P ) = P (2), ψ(P ) = P ′(2) (P ∈ R3[x]).

I. Demuestre que ϕ y ψ son funcionales lineales.

II. Encuentre una base del anulador del conjunto {ϕ, ψ} y haga comprobaciones.


