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Esta guia esta elaborada por el colectivo de los profesores que impartieron esta unidad de
aprendizaje en el semestre agosto—diciembre de 2013: César Alberto Escobar Gracia, Salvador
Quintin Flores Garcia, Myriam Rosalia Maldonado Ramirez y Egor Maximenko.

Los temas principales son: matrices, sistemas de ecuaciones lineales, espacios vectoriales
y subespacios, dependencia lineal, bases y dimension, transformaciones lineales, funcionales
lineales, determinantes.

Por supuesto, las guias no pueden abarcar todos los tipos de problemas que se pueden incluir
en el ETS, pero indican algunos temas importantes y muestran el nivel de complejidad.
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Nombre: Calificacién:

Problema 1. 2 puntos.

En el espacio vectorial R?, con las operaciones usuales, se consideran los siguientes conjuntos
A v B. Dibuje cada uno de estos conjuntos en el plano euclideano y determine si éste es un
subespacio del espacio vectorial R2. Justifique la respuesta.

A={(x1,29) € R? | 1 = |22}, B = {(z1,72) € R? | 321 + bxy = 0}.

Problema 2. 2 puntos.
Sean ug, ..., u,, algunos vectores del espacio vectorial R" y sea A una matriz invertible.

I. Demuestre que si uq,...,u,, son linealmente independientes, entonces Auq, ..., Au,, son
linealmente independientes.

IT. Demuestre que si uq, ..., u, generan a R", entonces Auq, ..., Au,, generan a R".

Problema 3. 2 puntos.
Construya una base del niicleo y una base de la imagen de la transformacién lineal 7': R* — R4,
Haga comprobaciones.

T(l’l, To, T3, 134) = <—ZL’1 — T2 +ZL‘3 +ZE4, 31‘1 —f—ZL’Q +2[E3+JZ4, —T1 +3£L’2 +3[E3+3[L‘4, 25(72 +ZL‘3 +ZL’4)

Problema 4. 2 puntos.
Sea T: V — W un isomorfismo de espacios vectoriales, donde V es de dimensién finita. De-
muestre que W también es de dimensién finita y dim(WW) = dim(V).

Problema 5. 2 puntos.
En el espacio vectorial R3, con las operaciones usuales, se considera la base ordenada B formada
por los siguientes vectores:

by =(1,2,—-1), by=(1,1,-3), b3=1(2,4,—1).

Construya tres funcionales lineales @1, ¢, 03: R® — R que formen la base dual a la base B.
Haga la comprobacion, esto es, calcule ¢;(b;) para todos j,k € {1,2,3}.
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Nombre: Calificacién:

Problema 1. 2 puntos.
Definimos la operacién binaria @: R? x R? — R? mediante la regla

(21,22) © (Y1,72) = (21 + 31 + 5,22+ 92 + 7).
I. Muestre que existe un 1nico elemento u € R? neutro respecto a la operacién @.
II. Para cada elemento a de R? encuentre un b € R? tal que a ® b = u.

III. Demuestre que el conjunto R? dotado con la operacién @ y con la multiplicacién por
escalares usual no es espacio vectorial real.

Problema 2. 2 puntos.
Para cada valor del parametro p encuentre una base del espacio

2 -1 1
S(p) ={xr eR®: A(p)x =0}, donde  A(p)=[ -1 1 p
1 -1 1

Problema 3. 2 puntos.
En el espacio vectorial R? estan dados tres vectores:

by = (—1,1,1), by = (3,—-2,-3), by = (2,—1,-1).

I. Compruebe que los vectores by, by, b3 son linealmente independientes. Denotemos por B a
la base ordenada formada por estos vectores y por £ a la base canénica del espacio R3.
Encuentre la matriz de transicién (en otras palabras, la matriz de cambio de base) y su
inversa. Haga la comprobacién.

I1. Explique por qué existe una tnica transformacion lineal T: R® — R3 tal que T'(b;) = by,
T'(by) = by, T'(b3) = 0. Calcule la matriz asociada a T respecto a la base ordenada By
luego la matriz asociada a 7T respecto a la base candnica £.

Problema 4. 2 puntos.
Sean A y B dos matrices reales de tamano n x n tales que su producto AB es una matriz
invertible. Demuestre que A y B son invertibles.

Problema 5. 2 puntos.
Sea V' un espacio vectorial real y sea ¢: V' — R un funcional lineal no nulo. Demuestre que V
es la suma directa del nicleo de V' y de la imagen de ¢.
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Problema 1. 2 puntos.
Para cada valor del pardmetro a calcule la dimensién del subespacio de R® formado por las
soluciones del siguiente sistema homogéneo:

1 a a a a 1 0
a 2 a a a To 0
a a 3 a a T3 = 0
a a a 4 a T4 0
a a a a a Ts 0

Problema 2. 2 puntos.
Denotemos por S al conjunto de las matrices reales antisimétricas 3 x 3:

S={Ac MssR) | AT = —A}.
Demuestre que S es un subespacio del espacio vectorial M3y3(R) y construya una base de S.

Problema 3. 2 puntos.
En el espacio vectorial R? estdn dados dos vectores: a = (3, —2), 8 = (1,4). Demuestre que
existe una tnica transformacién lineal 7: R? — R? tal que

T(a) = a, T(B) = 0.

Calcule la matriz asociada a esta transformacién T respecto a la base ordenada B formada
por los vectores o y . Luego calcule la matriz asociada a T respecto a la base canoénica C
del espacio R?. Halle la imagen y el nicleo (kérnel, espacio nulo) de T. Explique el sentido
geométrico de la transformacién 7.

Problema 4. 2 puntos.
Sean V' y W dos espacios vectoriales reales y sea T': V' — W una transformacién lineal.

a) Si T es inyectiva, demuestre que T transforma conjuntos l.i. en conjuntos l.i.

b) Si T es suprayectiva, demuestre que 7" transforma conjuntos generadores en conjuntos
generadores.

Problema 5. 2 puntos.
En el espacio vectorial Mays(R) consideremos dos funcionales, tr y ¢, definidos mediante las
siguientes reglas:

tr(A) = a+d, p(A) =b—c, donde A:(CCL Z)

a) Encuentre las coordenadas de los funcionales tr y ¢ respecto a la base dual de la base
canénica de Moy (R).

b) Construya una base del anulador del conjunto {tr, ¢}.
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Nombre: Calificacion:

Problema 1. 2 puntos.
En el espacio vectorial R3[x] consideremos el subespacio S generado por los polinomios dados

fl(‘r)7"‘7f5(x):
fi(z) =3 + 4z + 2 + 323, fo(x) = 3 + 52 + 2% + 22°, f3(z) =1+x+ 2
fa(z) = 2+ 4o + 22* — 42, f5(x) = =3 —x + 2% — 32°.

Construya una base ordenada B de S. Calcule las coordenadas de cada uno de los polinomios
fi(x), ..., fs(x) respecto a B. Haga las comprobaciones correpondientes.

Problema 2. 2 puntos.
Sea n > 2. En el espacio vectorial R", con las operaciones usuales, determine cudles de los
siguientes subconjuntos son subespacios de R™. Justifique la respuesta.

A:{($1,$2,...,xn) ER” | ,’L’l:xn}‘
B = {(x1,29,...,2,) €R" | 2125 = 0}.

Problema 3. 2 puntos.
Consideremos la funcion T': Mayo(R) = Mayo(R) definida mediante la regla

T(X)=AX — XA,  donde A—(g_i).

[. Demuestre que T es una transformacion lineal.

II. Encuentre la matriz asociada a T respecto a la base candnica del espacio Mayo(R).

Problema 4. 2 puntos.
Sea V' un espacio vectorial real y sean S; y S5 algunos subespacios de V' tales que su union
S1 U Sy también es un subespacio de V. Demuestre que S; € S5 o Sy C 5.

Problema 5. 2 puntos.
Calcule el valor del siguiente determinante de orden n (la respuesta serd una funcién de n y de
los pardametros a y b):

Q& L 2
SRR
Qe o Qe
Q@ o Q
SN R

IS
S
S~ e
S
IS
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Nombre: Calificacién:

Problema 1. 2 puntos.

[. Sean S; y S5 subespacios de un espacio vectorial V. Demuestre que su suma S; + S e
interseccion S7 N Sy también son subespacios de V.

II. En el espacio vectorial R? encuentre dos subespacios S; y S, tales que su unién S; U S,
no sea subespacio de R2.

Problema 2. 2 puntos.
En el espacio vectorial M,,«,(R) consideremos dos subconjuntos:

SlZ{AGMnxn(R)Z AT:A}7 SQZ{AGMan(R): AT:—A},

Demuestre que S; y S; son subespacios de M,,»,,(R). Demuestre que el espacio M,,,(R) es la
suma directa de S y 5.

Problema 3. 2 puntos.
Consideremos la transformacién lineal T': Mayo(R) — R,

T(X)=(X12— X1, X101+ X2+ Xo1 + Xo) (X € May2(R)).
I. Calcule la matriz asociada a T respecto a las bases canénicas de Mayo(R) y R?.

II. Calcule la matriz asociada a T respecto a la base ordenada F de R? y la base ordenada
B de May2(R), donde F estd formada por f; = (0,1) y fo = (1,—1), B consiste de las
matrices By, By, B3, By:

10 00 0 1 0 1
(o) e (0h) me (i) e ()

Problema 4. 2 puntos.
En cada uno de los siguientes dos incisos determine si los espacios V' y W son isomorfos.
Justifique la respuesta. En el caso de una respuesta positiva costruya un isomorfismo.

L. V:ngg(R), W:Rg. I1. V:M2X2<R), W:Rg[ﬂj].

Problema 5. 2 puntos.
Denotemos por Rs[z] al espacio de los polinomios de grado < 3. Definamos dos funciones
0, Rs[z] — R mediante las reglas

p(P)=P(2), ¢(P)=F(2) (PeRs]).
[. Demuestre que ¢ y 9 son funcionales lineales.

II. Encuentre una base del anulador del conjunto {¢, 1} y haga comprobaciones.



