Teorema de Kronecker—Capelli
(criterio de consistencia
de un sistema de ecuaciones lineales
en términos de rangos)

Objetivos. Establecer un criterio de compatibilidad de un sistema de ecuaciones lineales,
en términos de los rangos de la matriz del sistema y de la matriz aumentada.

Requisitos. Rango de un sistema de vectores, dimension del subespacio generado, rango
de una matriz.

1. Un sistema de ecuaciones lineales en términos de combinaciones lineales
(repaso). Sean A € M, ,(F), b € F. Entonces la igualdad Az = b se puede escribir en
forma

ria1 + ...+ x,a1 = b,

donde aj, = A, es la k-ésima columna de las matriz A.

2. Criterio de coincidencia de un subespacio con el espacio (repaso). Sean V un
espacio vectorial, S un subespacio de V. Entonces S =V si, y sélo si, dim(5) = dim(V).

3. Lema. Sean aq,...,a,,b € V. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) bellay,... am);
(b) l(ay,...,am,b) =4L(ay,... an).

Demostracion. (a)=(b). Sib € {(ay,...,a,), entonces a,...,amn,b € l(ay,...,a,)y por
eso l(ay,...,am,b) C l(ay,...,ay). La inclusién contraria es obvia.
(b)=(a). Si l(ay,...,am,b) ={(a,...,ay), entonces

bel(ay,...,am,b)="La,...,an). ]

4. Teorema (Kronecker-Capelli). Un sistema de ecuaciones lineales Az = b es compa-
tible (tiene una solucién) si y sélo si el rango de la matriz del sistema A es igual al rango
de la matriz aumentada [ A ‘ b }:

f(A) = 1([Aur, ..., Aun, b).
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Demostracion. Para abreviar, usemos la notacién a; := A, ;. Tenemos una cadena de
condiciones equivalentes:

el sistema de ecuaciones lineales Ax = b es compatible
dr = (z1,...,2,) €F" z1001+ ...+ 200, =0
bellay,... a,)

lay, ... an) =Ll(ay,..., a,,b)

dim({(ay,...,a,)) = dim(l(ay, ..., a,,b))

r(ay,...,a,) =r(ay,...,a,,b). ]

111ty

5. Corolario. Un sistema de ecuaciones lineales es compatible determinado (tiene una
solucién tnica) si y sélo si son iguales los siguientes nimeros: el rango de la matriz del
sistema, el rango de la matriz aumentada y el niimero de las incognitas.

Demostracion. Suponemos que el sistema es compatible, i.e. el rango de la matriz del
sistema es igual al rango de la matriz aumentada. Haciendo operaciones lineales de filas,
reducimos la matriz del sistema a una forma escalonada reducida. Como los rangos son
iguales, la matriz aumentada también serd de forma escalonada reducida. Ahora el sistema
tiene una solucién unica <= no hay incégnitas libres <= el nimero de las
incégnitas es igual al nimero de elementos pivotes = ntimero de las filas no nulas = rango
de la matriz. O
. 2 —1|-3
6. Ejemplo. { o 3| 5 ]
Aqui 2 =1r(A) <1([A,b]) <m =2, ie r(A) =r([A4,0b]) =2, y el sistema es compatible
determinado.

. 2 -1 3
7. Ejemplo. [ 4 2|_¢ ]

Aqui r(A) =r([A,b]) = 1, y el sistema es compatible indeterminado.

. -3 1|2
8. Ejemplo. { 6 —913 }

Aqui r(A) =1y r([A,b]) = 2. Por lo tanto, el sistema es incompatible.

9. Ejemplo. Consideremos el caso cuando m < n (el nimero de las ecuaciones es menor
que el numero de las incognitas). En este caso r(A) < m < n, y el sistema no puede ser
compatible determinado. Son posibles dos casos: A puede ser compatible indeterminado
o puede ser incompatible. Dar ejemplos de ambos casos.
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