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Objetivos

Estudiar los nimeros de la forma €)', donde

Calcular la suma
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Prerrequisitos

Para entender bien este tema, se recomienda saber los siguientes temas.
@ La funcién exp y sus propiedades.
@ La funcién circular ¢ +— e ? y sus propiedades.
@ Divisibilidad de nimeros enteros.

e Opcional: el grupo Z,, == Z/(nZ).
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@ La funcién circular (repaso breve)

© Raices de la unidad

© La suma de la progresién geométrica finita

@ Sumas de potencias de las raices de la unidad
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Plan

@ La funcién circular (repaso breve)
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La funcién exponencial exp: C — C

00 ZZk
exp(z) = Zﬁ
k=0
Esto es,
Nk 2 3
exp(z):nirgozﬂzl+z+?+€+..._

La serie converge de manera absoluta para cada z en C:

k
Z |Z| < +00.
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Teorema (exp convierte sumas en productos)

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Teorema (exp y la conjugacion compleja)

*

() =€ .
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El nimero e

e = exp(1).
1 1 1 1 1
N L 4 l4 4t
e=) g ltltstetg gt
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La funcién exponencial de niimeros reales

=1
e =exp(l) = PR
k=0 "
Se puede demostrar que si x € R,
exp(x) = €%, esto es, exp(x) = lim (V/e)™.

n

Por eso se usa la notacién

e’ := exp(z) (z€C).
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El circulo unitario en el plano complejo

T:={zeC: |z] =1}.

i Teorema
T es un grupo. J

-1 0 1 En particular,

VzeT z 1 =2z%
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La funcién circular

Vamos a repasar las propiedades principales de la funcién

u:R—T, u(p) =e'?.

Esta funcién importante se llama a veces “la exponencial imaginaria”.

Otro término adecuado seria “la funcién circular’.
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Propiedades aritméticas de niimeros de la forma e'¥
el (PT) — oiv oiv

eve v =l =1,

(ew)* =ell9) =g i¥,
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El lugar geométrico de niimeros de la forma e'¥

Teorema
Para cada ¢ en R,

e?eT.

Demostracion.

|ef® \2 =e?(e¥) =eve v =l =1.

13/45



La funcién circular

(“la funcién exponencial imaginaria”)

u:R—T, u(p) =e?.
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Teorema
La longitud del arco u([0, ¢]) es ¢. J

Idea de demostracion:
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El nidmero 7

El nimero 7 se puede definir de varias maneras equivalentes.

En particular, el nimero 7 se determina por las siguientes propiedades:

in
e

_|7

VxE(O, > e X £,

N
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Algunos valores de e' ¥

o2,
I

e27ri — eiO =1

I\J‘:_‘
I
(0]

w
w[
I

|
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Periodicidad de la funcién circular u(p) = €%

Lema
Para cada ¢ en (0, 27),
el¥ £1.

Teorema
ker(u) = 277, esto es,

Vo € R ¥ =1 — Y € 2nZ.
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Plan

© Raices de la unidad

19/45



El nimero ¢,
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Epi=e€n

La propiedad basica de este niimero:
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Potencias del nimero 4

2 1
€6 €6
3 0 _
€6 0 g =1
4 5
€6 €6

Ejercicio: calcular f para k =6, k =7, k =8, k = —2.
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Potencias del nimero g

=
53 €8
4 0 _
€g 0 eg=1
5 7
€8 €g
€8

Ejercicio: calcular s’g para k=8, k=9, k=15, k= -3.
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Criterio para e’ =1

Teorema
Sean me Z, n e N.

Demostracion.

=1 <« 27T_m€27rZ — menZ
n

en =1 < exp
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Los niimeros € son n-ésimas raices de 1

Para cada p en Z,

(6g)n — 5/,’)” annZ 1.
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Criterio de igualdad P = &9

eh=el «— eP9=1 «— p-qenZ

n n
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Un lema sobre la divisibilidad de niimeros enteros

Lema

Sean nen N, m en nZ tales que |m| < n.
Entonces, m = 0.

*——+— Ve ———————+——+—— 3 ———+—e
\ 7
4

-9 8 -7 -6 -5-4-3-2-10 1 2 3
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Demostracion

Supongamos que m € N, m € nZ, |m| < n.

Queremos mostrar que m = 0.
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Demostracién
Supongamos que m € N, m € nZ, |m| < n.

Queremos mostrar que m = 0.

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que m # 0.
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Demostracion

Supongamos que m € N, m € nZ, |m| < n.
Queremos mostrar que m = 0.

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que m # 0.

Como m € nZ, existe g en Z tal que m = nq.
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Demostracion

Supongamos que m € N, m € nZ, |m| < n.

Queremos mostrar que m = 0.

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que m # 0.
Como m € nZ, existe g en Z tal que m = nq.

La suposicién que m # 0 implica que g # 0.
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Demostracion

Supongamos que m € N, m € nZ, |m| < n.

Queremos mostrar que m = 0.

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que m # 0.
Como m € nZ, existe g en Z tal que m = nq.

La suposicién que m # 0 implica que g # 0.

Como g € Z 'y q # 0, tenemos que |g| > 1.
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Demostracion

Supongamos que m € N, m € nZ, |m| < n.

Queremos mostrar que m = 0.

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que m # 0.
Como m € nZ, existe g en Z tal que m = nq.

La suposicién que m # 0 implica que g # 0.

Como g € Z 'y q # 0, tenemos que |g| > 1.

Concluimos que |m| = |nqg| > n. Contradiccién.
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Segundo lema sobre la divisibilidad de nimeros enteros

Lema
Sean nen Ny p,gen {0,...,n— 1} tales que p — g € nZ.
Entonces, p = q.
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Demostracion
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Demostracion
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Demostracion

1)

N

(-n<p-gq
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Demostracion
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Demostracion

i

30/45



Criterio de igualdad P = <9

Teorema
Sean p,g € {0,1,...,n—1}. Entonces,

eh=el «— p=gq.
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El grupo de las n-ésimas raices de unidad

G, = {ZEC: z”:1}.

Teorema
Gp, es un grupo. J

Teorema

G,,:{sﬁ: pE{O,l,...,n—l}}.
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Isomorfismo entre Z, y G,

f:Z— Gp, f(k) = ek.

Proposicién

f es un epimorfismo, y su niicleo es ker(f) = nZ. J

Por lo tanto,

Go 2 Z)(nZ) = Tn.
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Factorizacion del polinomio P,(z) = z" — 1

Consideremos el siguiente polinomio:
Pn(z) = 2" — 1.

{zeC: Py(2)=0} =G, ={ek: ke {0,1,....n—1}}.

n—1

Pn(z) = H(z - eﬁ)

k=0
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Ejercicio sobre un producto de distancias

entre los vértices del poligono regular

Az

Calcule el producto
As

Ay

n—1

—
IT 1A0Axl-
k=1
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T mp
Regla de simplificacion para e

Para cualesquiera pen N, g en Z, m en N,

2mi mp 27Tip>
TP —exp| ——— ) =e =eP.
=mq Xp( mq ) Xp( q q

Por ejemplo,

2 12 3
€g = &4, €16 = €4-
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Plan

© La suma de la progresién geométrica finita
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4
(z—-1) Y ZX=(-1+2)1+z+ 2+ +2%
k=0
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4
(z—-1) Y ZX=(-1+2)1+z+ 2+ +2%
k=0
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4
(z—-1) Y ZX=(-1+2)1+z+ 2+ +2%
k=0

= —1-z-z22-2_7
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4
(z—-1) Y ZX=(-1+2)1+z+ 2+ +2%
k=0

= —1-z-z22-2_7

+z+22—|—z3+z4+25
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=(-1+2)(1+z+22+2+2Y

=—-1-z-22-2-7
+z+22—|—z3+z4+25

=2z°-1.
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(z—-1) Y ZX=(-1+2)1+z+ 2+ +2%

= —1-z-z22-2_7

+z+22—|—z3+z4+25
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La suma de la progresion geométrica finita
n—1

(z—1) sz:z"—l.
k=0

Teorema
Sean n € N, z € C. Entonces,

n—1

> 2

k=0
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La suma de la progresion geométrica finita
n—1

(z—1) sz:z"—l.
k=0

Teorema
Sean n € N, z € C. Entonces,
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La suma de la progresion geométrica finita
n—1

(z—1) sz:z"—l.
k=0

Teorema
Sean n € N, z € C. Entonces,
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Plan

@ Sumas de potencias de las raices de la unidad
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Sumas de potencias de las raices de la unidad

Teorema
Sean n € N, m € Z. Entonces,

n—1 n, mé€ nZ;

S et

k=0 0, m¢ nZ.
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Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces

>3
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Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces
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Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces
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Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces

Luego

> o

k=0
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Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces

Luego
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Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces

ep =1
Luego
n—1 n—1
k k
doenh= (em)
k=0 k=0
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Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces

ep =1
Luego
n—1 n—1
Soem= Yo (e

k=0 k=0

42/45



Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces

ep =1
Luego
n—1 n—1 n—1
Y= Y= Y1
k=0 k=0 k=0
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Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces

ep =1
Luego
n—1 n—1 n—1
Y=Y emi= Y=
k=0 k=0 k=0
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Demostracion, caso m € nZ

Si m € nZ, entonces

ep =1
Luego
n—1 n—1 n—1
k k
PIAEDICOIEDIEES.
k=0 k=0 k=0
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Demostracion, caso m ¢ nZ

Supongamos que m ¢ nZ. Entonces,

S>3
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Demostracion, caso m ¢ nZ

Supongamos que m ¢ nZ. Entonces,
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Demostracion, caso m ¢ nZ

Supongamos que m ¢ nZ. Entonces,

el # 1.
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Demostracion, caso m ¢ nZ

Supongamos que m ¢ nZ. Entonces,

el # 1.

Luego

Z Emk Z m)k —

k=0
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Otra forma de demostracion, caso m ¢ nZ

(Gracias a Eliseo Sarmiento Rosales por mostrarme este razonamiento.)

Recordemos la descomposicién del polinomio P(z) = z" — 1:

2" —1=(z-1) (2" '+ +z+1).
~——
P(z) Q(z2)

Para z = €', tenemos P(z) =0, pero z — 1 # 0.

Luego Q(z) = 0.
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Ejercicio: demostrar que la matriz de Fourier es unitaria

SeaneN, n>2.

Definimos

Demostrar que
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