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Objetivo

La transformada cuantica de Fourier es un circuito cuantico
que realiza un anélogo de la transformada finita de Fourier Fy para d = 2",

trabajando con n cubits.

Vamos a construir este circuito para n = 3, es decir, d = 8.
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Prerrequisitos

Raices de la unidad y sus propiedades.

@ Transformada finita de Fourier.

El producto de Kronecker de vectores.

e Compuertas cuanticas.
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[§ Michael A. Nielsen, Isaac L. Chuang (2010):
Quantum Computation and Quantum Information.

Cambridge University Press.
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© La transformada finita de Fourier (repaso)

© Descomposiciones auxiliares

© Descomposicion de la transformada finita de Fourier
@ Algunas compuertas cuanticas (repaso)

© Circuito de la transformada cuantica de Fourier
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Plan

@ La transformada finita de Fourier (repaso)
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El nimero ¢4
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La matriz de Fourier

1 jd-1
Fo = 7ala) e
-52 ey €9 52_ 1 1 1 1]
1 |8 et & & 11 i -1 —i

La matriz F4 es unitaria: FJFd =1.
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Otras modificaciones de la matriz de Fourier

En métodos numéricos, es comiin usar otra versidén de la matriz de Fourier:

L
Ed .
J k=0

Esta versién no es unitaria.

En el computo cuantico, siempre se usa una versién unitaria, con el coeficiente %.

b . ik —jk
Ademas, nosotros ponemos la potencia €%, en vez de sdJ .

Esto no importa mucho.
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La transformada finita de Fourier

Es la transformacién lineal asociada a la matriz Fg:

c? - ¢, x — Fyx.

(Fax); ZEJka

En la computacién cuantica, es incdmodo pensar de esta manera.

Vamos a suponer que d = 2" y aplicar Fy a los vectores de la base candnica.
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Vectores de la base candnica

Paran=2y d =2" =4, los vectores de la base candnica son

|00) = , |01) = , 110) = , |11) =

o O O =
O O = O
o = O O
= O O O
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Multiplicar la matriz de Fourier por los vectores basicos

_EE{ e &% £ (o 9

Fol10) = 1 €9 el ef 3| |0 :1 €3
Va €9 5 les 5| |1 2 G

_52 e3 &3 5?1_ 10 _5?1_

Descomponemos el vector obtenido en la misma base candnica:
Fa 10) = = (2100} + £2]01) + <4 [10) + £8 |11
4] >—2 €4100) + €5 (01) + &4 |10) +£4[11) ).

Los coeficientes son las componentes de la segunda columna de la matriz F4
(contando desde 0).
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La transformada finita de Fourier

aplicada a los vectores basicos

Fqlj) =

%\

El k-ésimo coeficiente de la combinacién lineal,

es la componente (k,j) de la matriz Fy.

1
Vd

T k).

e,
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Plan

© Descomposiciones auxiliares
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Nimeros en el sistema binario

ilals (1,42, 43)
=4j1+2pp+j3
01010 0
01010 1
01110 2
0(1]1 3
11010 4
11011 5
11110 6
1111 7

f:{0,1}3 = {0,1,...,7},

f: (1, j2,3) = 41 + 22 + j3.

Teorema
f es una biyeccién.
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Descomposiciones de sumas

Sabemos que la siguiente funcién es una biyeccién:

f: {0,133 = {0,1,...,7}, f(ki, ko, k3) == 4ky + 2ky + k3.
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Descomposiciones de sumas

Sabemos que la siguiente funcién es una biyeccién:

f: {0,133 = {0,1,...,7}, f(ki, ko, k3) == 4ky + 2ky + k3.

Podemos usar esta funcién f como un cambio de variable en alguna suma:

7
> e
k=0
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Descomposiciones de sumas

Sabemos que la siguiente funcién es una biyeccién:
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7
doak= Y a2kt
k=0
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Descomposiciones de sumas

Sabemos que la siguiente funcién es una biyeccién:

f: {0,133 = {0,1,...,7}, f(ki, ko, k3) == 4ky + 2ky + k3.

Podemos usar esta funcién f como un cambio de variable en alguna suma:

7
Z Qg = Z a4k1+2k2+k3 -
k=0
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Descomposiciones de sumas

Sabemos que la siguiente funcién es una biyeccién:

f: {0,133 = {0,1,...,7}, f(ki, ko, k3) == 4ky + 2ky + k3.

Podemos usar esta funcién f como un cambio de variable en alguna suma:

7
> ak= > Q4 +2k+ks = Z Z Z gy 42k 1 ks-
k=0

(ki,k2,k3)€{0,1}3 =0 ky=0 k3=
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El producto de Kronecker de dos vectores

(en la notacién usual de algebra lineal)

Dados a = [aj]j-’z_ol eCP, b= [bk]z;(l] e C9,

(a® b)gjtk = ajbx 0<j<p, 0<k<q).

_ao bo_
ao b1
a0
bo dal b()
a1 & -
b1 al b1
a
2 an bo
_a2 bl_
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La propiedad bilineal del producto de Kronecker

Sila),|b) € C™, [¢),[d) € C", &,y 0,7 € C,

(¢€12) +n1b)) @) = &(la) @ |c)) +n(|b) ® |<)),

)@ (ole) +71d)) = o(la) @ ]e)) +7(1a) @ |d)).
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Descomposicion de los vectores de la base candnica

Paran=2yd=2"=4,

1

0 1 1
ooy=1||=1||®

0 0 0

_0_

o]

0 0 1
|10) = = ®

1 1 0

_0_

01) =

11) =
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El producto tensorial de tres estados mixtos

(usamos la propiedad 3-lineal)
Paran=3yd=23=38,
(a1010) + @11 [1)) @ (a20(0) + a21 1)) ® (@30(0) + 031 [1))
= 0020030 |000) + ai0a20as; [001)
+ a1pan10a30 |010) + ajgangasy |[011)
+ a11a20a3p |100) + a11a20a37 [101)

+ ajian1 a3 |1].0> + ar1a01037 ‘lll) .
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El producto tensorial de tres estados mixtos

(usamos la propiedad 3-lineal)

Paran=3yd=23=38,

(a1010) + @11 [1)) @ (a20(0) + a21 1)) ® (@30(0) + 031 [1))
= 0020030 |000) + ai0a20as; [001)
+ a1pan10a30 |010) + ajgangasy |[011)
+ a11a20a3p |100) + a11a20a37 [101)

+ ajian1 a3 |1].0> + ar1a01037 ‘lll) .

Nota: no todos elementos de C® son de esta forma.
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El producto tensorial de n estados mixtos

(usamos la propiedad polilineal)

Para n general y d = 2",

n d—1 n
® (09010) + aqr D) = 3 ( 11 ap,kp) %)

qg=1 k=0
1 1 n
= Z : Z (H apﬁkp) k1. .. kp)
k1:0 kn:() p:l
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T mp
Regla de simplificacion para e

Para cualesquiera pen N, g en Z, m en N,

2mi mq 27Tiq>
mb=e =e = ¢eh.
e (1) -0 (1)

Por ejemplo,

2 12 3
€g = &4, €16 = €4-
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Descomposicion de las potencias de ¢4

Por ejemplo, si j = 4j1 + 2j» + j3,
egf — ggjl 5412 5213 €J2

4 _ J 4J1 J2 3 3
Yo = R
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Plan

© Descomposicién de la transformada finita de Fourier
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Descomposicion de Fyn

)
Teorema

SeanneN, d=2", ji,...,j, € {0,1}. Entonces,

L 10) + (TI_, s 1D
, 7 '

Por ejemplo, para n = 3,

" o 11 T
Felj) = 'O”\gz D & WH%& D |0>+6J2\/g§58 1)
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Otra forma equivalente

) +ep 1) o [0)+ebef (1) [0) +fepeg |1)

F8U>: \/5 V2 \/5 :

|0> +e27ri 0.3 |1> o |0> +e27ri0.j2j3 |1> o |0> +e27rio.j1j2j3 ‘1>

En esta forma, se utilizan fracciones binarias:

.3 .. P 3 .. A 2 3
0.3 == 0. == 4+ = 0. == 4+ =+ —=.
J3 2 ) J2J3 2 + 4 ) J1J2J3 2 + 4 + 3
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Demostracion, inicio

1 1
Z Z €é4kl+2k2+k3) |k ko k3>

[e0)

X~
E:

I
o
X
N

I
o
&

I
o

g ey "ep” k) ® [ke) @ [ks)

(e0]

x
>

Il
o
'3

Il
o
=

3=0

1 & Sk | 2jks 1 & s
21(12220 .I ) ( 251 | )®(\/§k32::0618 ’k3>)
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Demostracion, final

1 & 4 1 & o 1 &
Fs ‘j> = <\/§ klz_oggjkl ’kl>) & (\ﬁ §0€§Jk2 ‘k2>) ® (\/i Igz_:ogékz ’k3>)

)+ 1) [0)+24 1) 10)+2h [1)

V2 V2 V2
_ [0+ 1) 10) +el el 1) [0) + e (1)
V2 V2 V2

O +ek 1) 10 +ekek 1) 10) +eheked
V2 V2 2 :
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Hemos mostrado que Fg|j) se descompone en operaciones mas simples:

Fe|j) =

0)+ep 1) 00 +epef (1)  [0) +hepeg 1)

V2 V2 V2

En lo que sigue, mostraremos que estas operaciones se pueden realizar

por medio de algunas compuertas cuanticas “elementales”.
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Plan

@ Algunas compuertas cuanticas (repaso)
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La compuerta de Hadamard

H|0) =

H 1)

B L Y I ) I R L
211 -1]|o] V2|1 v2 o7
11 1)fo] 1] 1] jo)—J1)

V2 i1 1 Ve -l V2 ==
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El sentido geométrico de la compuerta de Hadamard

en la esfera de Bloch

iy O+
o=
HID == =—7%—
0) + (=1)°[1)
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La compuerta R, donde p € N

1 0 1 0
Eop 0 e

Rpl0) =10),  Rpll) =e2|1).

0)+evjn) _ joy+erF) 1)

Rp =

V2 V2
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El sentido geométrico de Rz en la esfera de Bloch

_[0) +e'?1)
|¢> - \/5 ’
el (#+7)
Rs 1)) = 0) +e'tFa) 1)

V2
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Ci2R, (R, controlado)

Ci2R, |00) = |00) ,

1 00 O
1 C1oR,|01) = |01),
Clszgogg 12Rp [01) = [01)
C2R, |10) = |10),
0 0 0 e
CiaRp |11) = e0v |11).
Teorema

Para cada j; en {0,1} y cada &, en C,

CaRo (1) ® (£10)+711))) = L) ® (€10) + melo 1))
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Demostracion

) =GRy (L) @ (£10) +111))) = € CaRp 110} + 7 Cu2Ry 1)
Tenemos dos casos:

" £100) +n01),  j1=0;
£[10) + neze [11), jo=1.

Finalmente, unimos estos dos casos:

) = €120) +nehy 1) = L) @ (£10) + neze 1))
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CioRp

Ry (1) @ (£10)+711))) = L) @ (€10) +neha [1)).

1) )

£10) +71) Rp £10) + nely 1)
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Ci2R, después de | @ H

CoaRy (18 H) (1) @ L) = i) & 1228 1)

V2
i) i)
- i 2
li2) [H] Ry oy+ehcpiy
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(31R, después de H @ 1 & |

i i1 3
i) [H] Ry e iy
) lj2)
l3) )
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Plan

© Circuito de la transformada cuantica de Fourier
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Buscamos un circuito que haga la siguiente transformacién

) +ep 1) o [0)+ebef (1) [0) +efepeg 1)

1o j3) — 7 NG % .
] | ]0) + &5 1)
lj1) 7\@2
] L 10) + kel 1)
j2) ? —\é“
] |0y + ehekel 1)
|j3) 3/54 8
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Buscamos un circuito que haga la siguiente transformacién

Mejor, cambiamos el orden de las salidas.

v | o) + bkl 1)
lj1) Y

i) | 2 10 "‘5];5{13 1)
lj2) ‘ 7%

- 0) + 5 |1)

lj3) 5
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El circuito de la transformada cudantica de Fourier para n = 3

QFT
: 1 10) +ehekeh )
— H R R:
) —HHH R s s
. 0) + kel 1)
H R. — 1l e % 77
’J2> 2 \@
. 10) + &2 |1)
H— 22
j3) \ ] 7
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El nidmero de las compuertas cuanticas

en el circuito “transformada cuantica de Fourier”

Para n = 3, tenemos 6 compuertas cuanticas:

3+2+1=6.

Para n general, el nimero de las compuertas cuanticas es

n(n+1) 1

n(n—1) k24 1= = & (log d)°.

N

Este nimero es muy pequeno comparando con la dimensién d.
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Algunas aplicaciones de la transformada cuantica de Fourier

El algoritmo de Shor para factorizar niimeros naturales.

Determinacion del logaritmo discreto.

o El algoritmo de estimacién de fase.

@ Operaciones aritméticas con registros cuanticos.

Solucién del problema del subgrupo escondido.
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