Bases ortonormales en un espacio de dimensién finita
con producto interno

Objetivos. Estudiar algunas propiedades de bases ortonormales en un espacio de dimen-
sion finita con producto interno.

Requisitos. Producto interno y sus propiedades basicas, base de un espacio vectorial.

En esta seccién suponemos que V' es un espacio vectorial complejo y que (-,-) es un
producto interno en V. Usamos el acuerdo que (-,-) es lineal con respecto al segundo
argumento:

Yu,v,w €V (u, v+ w) = (u,v) + (u, w);
Vu,veV VaeC (u, av) = afu,v);

Yu,v €V (v,u) = (u,v);

vu eV )\ {0} (u,u) > 0.

1. Producto interno es lineal conjugado con respecto al primer argumento.
Demuestre las formulas:

Yu,v,w eV (u+v,w) = (u,w) + (v,w);
Vu,v €V VYaeC (o, v) = a(u, v);

2. Combinaciones lineales en los argumentos del producto interno (repaso).
Sean ay,...,ap,b1,...,0, € V ysean A\i,..., Ay, f11,...,pq € C. Desarrolle el siguiente
producto interno:

p q
<Z Ajaj, Z ,ukbk> =
=1 k=1

3. Definicién (sistema ortonormal de vectores).
Un sistema de vectores aq,...,a,, € V se llama ortonormal si

VJ,]C € {1, c ,m} <(1j,ak> = 5j,k-
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4. Los coeficientes de una combinacién lineal de vectores de un sistema orto-
normal se expresan a través del producto interno.

Sea aq,...,a, un sistema ortonormal de vectores en V y sea b la combinacién lineal de
los vectores aq, ..., a, con algunos coeficientes Ay,...,\,, € C:

b= i )\jaj.
j=1

Demuestre que

Vké{l,...,m} )\j:<a]’,b>.

5. Teorema: todo sistema ortonormal de vectores es linealmente independiente.
Sea ay,...,a, un sistema ortonormal de vectores en V. Demuestre que aq,...,a,, son
linealmente independientes.

6. Corolario.
Sea V' un espacio vectorial complejo de dimensién n con un producto interno y sea
ai,...,a, un sistema ortonormal de vectores en V. Entonces aq, ..., a, es una base de V.
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7. Coordenadas de un vector con respecto a una base ortonormal.
Sea aq,...,a, una base ortonormal de V' y sea v € V. Demuestre que

n

v = Z(aj/@ aj.

j=1

8. Calculo del producto interno a través de coordenadas con respecto a una
base ortonormal.
Sea aq,...,a, una base ortonormal de V' y sean v, w € V. Demuestre que

n

<U’w> = Z <aj>v> <aj’w>'

j=1

9. Igualdad de Parseval.
Sea az,...,a, una base ortonormal de V' y sea v € V. Demuestre que

lol® = > _Jas. )"
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