
Matrices que conmutan con desplazamientos ćıclicos

Requisitos. Matrices diagonales.

Proposición 1. Sea a ∈ Cn tal que aj 6= ak para cada j, k en J0, nJ y sea X ∈ Mn(C)
tal que

X diag(a) = diag(a)X.

Entonces existe b en Cn tal que X = diag(b).

Demostración. Sean p, q ∈ J0, nJ tales que p 6= q. Tenemos que mostrar que Xp,q = 0.
Consideremos la entrada (p, q) tal producto:

(X diag(a))p,q =
n−1∑
k=0

Xp,k(diag(a))k,q =
n−1∑
k=0

Xp,kδk,qaq = Xp,qaq,

(diag(a)X)p,q =
n−1∑
k=0

(diag(a))p,kXk,q =
n−1∑
k=0

δp,kapXk,q = apXp,q.

Como X diag(a) = diag(a)X, concluimos que Xp,qaq = Xp,qap, luego Xp,q(aq − ap) = 0.
Recordamos que aq 6= ap, por eso Xp,q = 0.

Matrices invariantes bajo desplazamientos ćıclicos

Definición 2 (operador del desplazamiento ćıclico a la derecha). Denotemos por R al
operador Cn → Cn definido mediante la regla

(Rx)j :=

{
xn−1, j = 0;

xj−1, 1 ≤ j < n.

Ejemplo 3. Si n = 4, entonces

C(e1)x =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0



x0
x1
x2
x3

 =


x3
x0
x1
x2

 = Rx.

Hemos mostrado que C(e1) es la matriz asociada al operador lineal R, respecto a la base
canónica del espacio vectorial C4.

Proposición 4. C(e1)x = Rx para cada x en Cn, esto es, C(e1) es la matriz asociada al
operador lineal R respecto a la base canónica del espacio vectorial Cn.
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Demostración. Sea x ∈ Cn. Entonces

(C(e1)x)j =

j∑
k=0

(e1)j−kxk +
n−1∑

k=j+1

(e1)j−k+nxk =

j∑
k=0

δ1,j−kxk +
n−1∑

k=j+1

δ1,j−k+n.

Para j = 0 obtenemos

(C(e1)x)j = δ1,0x0 +
n−1∑
k=1

δ1,n−kxk = xn−1.

Para cada j en J1, nJ, se queda solamente el sumando de la primera suma tal que 1 = j−k,
esto es, k = j − 1:

(C(e1)x)j = xj−1.

Hemos mostrado que C(e1)x = Rx.

Proposición 5 (descomposición espectral del operador de desplazamiento ćıclico).(
1√
n
Fn

)
C(e1)

(
1√
n
Fn

)∗
= diag(ω0

n, ω
1
n, . . . , ω

n−1
n ).

Demostración. Sabemos que(
1√
n
Fn

)
C(a)

(
1√
n
Fn

)∗
= diag(Fna).

Aplicamos este resultado con a = e1. Falta calcular las componentes del vector Fne1:

(Fne1)j =
n−1∑
k=0

ωjk
n δ1,k = ωj

n.

Ejercicio 6. Explicar por qué cualquier matriz circulante conmuta con C(e1).

Teorema 7. Sea A una matriz que conmuta con C(e1). Entonces la matriz 1√
n
F ∗ diago-

naliza la matriz A, esto es, (
1√
n
Fn

)
A

(
1√
n
Fn

)∗
∈ Dn(C).

Demostración. Por brevedad, pongamos F̃n := 1√
n
Fn. Sean

W := F̃nC(e1)F̃
∗
n , X := F̃nAF̃

∗
n .

Sabemos que
AC(e1) = C(e1)A.

Esta igualdad se puede escribir en la forma

F̃nC(e1)F̃
∗
n F̃nAF̃

∗
n = F̃nAF̃

∗
n F̃nC(e1)F̃

∗
n ,

esto es, WX = XW . Por la Proposición 5, la matriz W es diagonal, y sus entradas
diagonales son diferentes a pares. Luego por la Proposición 1 concluimos que la matriz X
es diagonal.
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