Foérmulas para sumas trigonométricas,
camino real

1 Teorema. Sea a un numero real que no es multiplo de 2w. Entonces

sen (2510
sen(3)
(75%0)
sen(3)

Zcos ko) —cos( )

sen

Zsen (ka) —Sen( >

- 2
1+2 ; cos(ka) = en(2)
n n+1
st = T o)

k=0 se

En:sen(koz + ) = Wsen (% —|—B>.

k=0

()

Las férmulas (1) y (2) se llaman identidades trigonométricas de Lagrange. La funcién

definida por las expresiones (3) se denomina el nicleo de Dirichlet.

Las férmulas (1) y (2) son casos particulares de (4) y (5) que corresponden a 8 = 0.
Vamos a explicar cémo demostrar las férmulas (3), (4) y (5) por el “camino real”,

multiplicando el lado izquierdo por 2sen 5 y simplificando sumas telescopicas.
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2 Proposicién (simplificacién de sumas telescopicas). Sean aq, ..., a, algunos nimeros.

Entonces
n

Z(ak —ax_1) = a, — ap. (6)

k=1

Demostracion para n = 4.

5
E (ak—ak_l):a1—a0+a2—a1—|—a3—a2+a4—a3:a4—a0. ]
k=1

Demostracion general basada en propiedades de sumas. Primero aplicamos la propiedad

lineal de ) :

en la segunda suma hacemos un cambio de variable j = k£ — 1:

n n—1
= E QA — E Q.
k=1 7=0

Separamos la primera suma en dos partes que corresponden a los conjuntos de indices
{1,...,n—1} y {n}, y la segunda suma en dos partes que corresponden a los conjuntos
de indices {0} y {1,...,n —1}:

n

n—1 n—1
E (ak—ak,l)zg ak—i-an—ao—g a; = a, — a. O
k=1 j=1

k=1

Demostracion por induccion. Si n = 1, entonces ambos lados de (6) son iguales a la
diferencia a; — ag. Con esto tenemos una base de induccién. Vamos a demostrar el paso
de induccién. Supongamos que se cumple (6) y probemos que

n+1

> (ar — ax—1) = ang1 — ao.

k=1

Vamos a transformar el lado izqueirdo. Empezamos con la definicién inductiva de ) :

n+1 n
Z(ak - ak:—l) = Z(ak - ak—l) + (an+1 - an)a
k=1 k=1

aplicamos la hipétesis de induccién y al simplificar obtenemos el resultado deseado:

= (an — ag) + (@ps1 — an) = apy1 — ag- O
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3 Ejercicio. Resuelva la ecuacion sen § = 0.

4 Proposiciéon (repaso). Sean z,y € R. Entonces

2sen(x) cos(y) = sen(x + y) + sen(x — y), (7)

cos(x — y) — cos(z + y). (8)

2sen(z) sen(y)

5 Proposicién (repaso). Sean u,v € R. Entonces

cos(u) — cos(v) = 2sen h ;_ Y sen ; u, (9)
sen(u) — sen(v) = 2sen “ ; ¥ cos & ; Y. (10)

Demostracion de la féormula para el niicleo de Dirichlet

Demostracion de la formula (3). Multiplicamos el lado izquierdo de (3) por sen §, apli-
camos la ley distributiva y luego la férmula trigonométrica (7):

sen % <1 +9 ; cos(koz)) = sen % + ; 2 sen % cos(ka)

a (2k + 1)« (2k — 1)
= sen o + ; (Sen 5 sen 5 . (11)

(2k+1)

Denotamos sen 3 < por a; y notamos que

(2k — 1« a
a1 = sen ————, ap = sen —.

2 2

Con esta notacién la suma (11) se escribe de la siguiente manera y se simplifica por la
férmula (6):

n
ag + E (ar, — ag—1) = ap + a, — ap = ay,.
k=1

Hemos demostrado la igualdad

a = B (2n+ 1)«
se 5 (1 +2 ; cos(k;a)) = sen ————. (12)

La condicién que a no es miltiplo de 27 garantiza que sen § # 0. Dividiendo ambos lados
de (12) entre sen § obtenemos (3). O
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Demostracién de las identidades trigonométricas de Lagrange

Demostracion de la identidad (4). Multiplicamos el lado izquierdo de (4) por 2sen §,
aplicamos la ley distributiva y la férmula (7):

2 sen% % cos(ka+ B) = % 2sen % cos(ka + B)

zg(sen((k—i—%)a-l-ﬁ) —sen((k;—%)omLﬁ)). (13)

ak:sen<(k+%)&+ﬁ>;
I 1
ak_lzsen<( —§)a+ﬂ>.

Ahora la suma (13) se escribe de la siguiente manera y se simplifica con la férmula (6):

Usamos la notacién

entonces

n

Z(ak —Ag_1) = Gp — a_1.

k=0

Regresamos a las funciones trigonométricas y aplicamos (10):

28611% gcos(lsoﬁﬁ):sen((n—l—%)a—l—ﬁ) —sen((—l—i—%)a—i—ﬁ)
:sen<(n+%)a—|—5) —sen(ﬁ—%)
:2sen@cos <%+,@>.

Dividiendo entre 2sen § obtenemos (4). O

6 Ejercicio. Con el mismo método demuestre (5) aplicando las identidades trigonométri-
cas convenientes y la formula para la suma telescopica. También puede demostrar direc-
tamente

7 Ejercicio. Las identidades (1) y (2) son casos particulares de (4) y (5). Para repasar
el método, se recomienda demostrar (1) y (2) directamente.
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